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PROLOGO

En el marco del Seminario Latinoamericano de Colaboracion sobre
el Enfoque Ontosemidtico (E0s) se celebrd, del 24 al 7 de noviembre
de 2020, las Primeras Jornadas de Estudiantes de Postgrado en
Matematica Educativa que utilizan los desarrollos tedricos y me-
todolégicos del Eos. La presente publicacion incluye los resaimenes
extensos de los 16 trabajos que se presentaron.

Comienzo este proélogo felicitando a los promotores de este evento
por la iniciativa, asi como a los estudiantes, tutores y directores de
las tesis por la decision de adoptar las herramientas del Eos para
plantear sus proyectos de investigacion.

Sin duda la organizacion de este tipo de eventos es un dispositivo
crucial para configurar y hacer avanzar la comunidad académica
comprometida con el desarrollo y aplicacion de un sistema tedrico
inclusivo como es el Eos. Este marco tedrico se viene desarrollando
desde hace mas de 25 afios y, como se refleja en la gran cantidad de
publicaciones disponibles en internet (http://enfoqueontosemiotico.
ugr.es ), estd teniendo un cierto impacto a nivel internacional. Sin
embargo, es fundamental atraer a jévenes investigadores que se
involucren en el estudio, comprensién y aplicacion de las nuevas
herramientas conceptuales y estrategias metodoldgicas que propone
el Eos, las cuales entran en competicion y didlogo con otras teorias.

Este libro es una muestra significativa de las posibilidades que
ofrece el Eos para el planteamiento de problemas de investigacién
en matematica educativa y su abordaje con herramientas tedricas
pertinentes. Asi, el lector encontrara avances en proyectos de tesis

doctorales y maestria sobre analisis de libros de texto y del curri-
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culo; disefio de situaciones y tareas; uso de las T1c; modelacion
matematica; formacién de profesores. Los contenidos matematicos
sobre los que se centran las investigaciones refieren a estadistica,
geometria, trigonometria, cilculo (la derivada), algebra, aritmética
(divisién y proporcionalidad). El nivel educativo incluye la educacién
primaria, secundaria, bachillerato, formacidn inicial y continua de
profesores, asi como la formacién matematica de ingenieros. En
cuanto a las herramientas del £os se aplican la nocién pragmatica de
significado, configuraciones de objetos y procesos, configuraciones
cognitivas, funciones semidticas; la nocién de idoneidad didactica
y su uso como apoyo para la practica reflexiva, asi como el modelo
de conocimientos diddctico-matematicos para la formacidn inicial
y continuada de los profesores de matematicas. No faltan incluso
algunos trabajos que abordan el problema de la comparaciéon y
articulacién del Eos con otras teorias, como son los campos con-
ceptuales y el modelo de las conexiones matematicas extendidas.
Espero que este libro, reflejo del trabajo realizado en las Prime-
ras Jornadas de Estudiantes de Posgrado en el marco del Seminario
Latinoamericano de Colaboracion sobre el Enfoque Ontosemidtico sea

el primero de una serie de eventos similares en afios sucesivos.

Juan D. Gobpino
Universidad de Granada

—16 —



CAPITULO 1

ESTUDIO DE LA TABLA ESTADISTICA EN LA
EDUCACION BASICA CHILENA

STUDY OF THE STATISTICAL TABLE IN CHIL-
EAN BASIC EDUCATION

Joceryn D. Parraura, Maria M. Gea Y PEDRO ARTEAGA
jocelyndiaz@correo.ugr.es - mmgea@ugr.es - parteaga@ugr.es
UNIVERSIDAD DE GRANADA, EspANA

Resumen

En este trabajo se describe el proyecto de tesis doctoral dirigido al
estudio de la tabla estadistica en la educacion basica en Chile, junto
a algunos de los resultados encontrados hasta el momento en el ana-
lisis de la tipologia de tablas estadisticas planteadas en una muestra
de textos escolares chilenos dirigidos al segundo ciclo de educacién
basica. El analisis de los textos escolares permite caracterizar el
significado institucional pretendido sobre dicho objeto matema-
tico, y aporta elementos para la construccién de un cuestionario
de evaluacion del conocimiento de los estudiantes de educacion
basica sobre las tablas estadisticas. Los resultados muestran una
distribucién gradual creciente en complejidad semidtica de la tabla
de distribucion de una variable, aunque el tratamiento es contrario
en torno a la tabla de doble entrada conforme se progresa de curso.
Palabras clave: tabla estadistica, libros de texto, educacion primaria,

proyecto de tesis doctoral.
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Abstract

This paper describes the doctoral thesis project aimed at the study of
the statistical table in basic education in Chile, together with some of
the results found so far on the analysis of the typology of statistical
tables presented in a sample of Chilean school textbooks aimed at the
second cycle of basic education. The analysis of school texts allows us to
characterige the intended institutional meaning of this mathematical
object and provides elements for the construction of a questionnaire to
evaluate the elementary school students’ knowledge about statistical
tables. The results show a gradual increase in the semiotic complexity
of the single-variable distribution table, although the treatment is the
opposite for the double-entry table as the course progresses.

Keywords: statistical tables, textbooks, elementary education, doctoral

dissertation project.
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Cap.1

1. INTRODUCCION

La habilidad en la lectura critica de datos estadisticos se ha con-
vertido en una necesidad del ciudadano en el contexto actual, ya
due aparecen a diario tablas y graficos para transmitir informacién
en diferentes medios de comunicaciéon como la prensa, Internet o
en la vida profesional, entre otros ejemplos, y basiandose en la in-
formacion que exponen y el contexto sobre el que se representan
los datos se deben tomar decisiones (Engel, 2019; Gould, 2017). Un
ejemplo latente de la importancia de esta habilidad lo encontramos
actualmente debido a la crisis de la pandemia por el covip-19, donde
a diario encontramos informacién en tablas y graficos estadisticos
sobre la evolucion de contagios y muertes organizada por paises,
comunidades dentro de cada pais, ciudades o incluso por munici-
pios. De acuerdo a Rodriguez-Muiiiz, Muiiiz-Rodriguez, Vasquez
y Alsina (2020), se pueden presentar diversidad de situaciones de
riesgo ante las que un ciudadano debe actuar, segtin la evolucién y
situacion de la pandemia, como por ejemplo al viajar (estudiar la
situacion en el pais de destino), recibir visita de extranjeros (conocer
la situacién de la pandemia en el pais de origen), ete.

De acuerdo a Estrella, Mena-Loreca y Olfos (2017), la tabla
estadistica es un objeto matematico de utilidad para la resolucién
de problemas, pues sirve tanto para registro de datos (como recur-
so de la memoria humana para registrar informacién) asi como
herramienta de calculo y anilisis de informacién para generar
conocimiento. Su ensefianza cobra gran relevancia en la formacién
que reciben los estudiantes desde las primeras etapas educativas,
como se observa en las directrices curriculares de diversos paises
(ccss1 2010; MECD, 2014; NCTM, 2000). En particular, se trata de un
contenido presente en las bases curriculares chilenas a partir de
los primeros niveles educativos (MINEDUC, 2018) y justamente en

segundo ciclo de educacién basica es cuando se estudia en mayor
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profundidad, puesto que se trabaja con frecuencias absolutas y
relativas, a propdsito del estudio de la probabilidad frecuencial, y
se inicia el uso de la tabla de doble entrada (MINEDUC, 2015; 2018).

Como manifiesta la investigacion previa, la ensefianza de la
tabla estadistica adquiere un nivel de complejidad creciente desde
la educacién primaria (Estrella, 2014), por lo que variados autores
recomiendan asegurar su comprension desde las primeras edades.
Aunque la literatura sobre el tema es escasa, se muestra la dificultad
que presentan los estudiantes en la construccidon y lectura de la
tabla estadistica (Estrella; 2014; Gabucio, Marti, Enfedaque, Gila-
bert y Konstantinidou, 2010). Adem4s, considerando que el libro
de texto suele ser un recurso de ensefianza y aprendizaje amplia-
mente utilizado por el docente y el estudiante, que dirige en gran
medida la actividad matematica del aula (Alkhateeb, 2019; Herbel,
2007), los antecedentes muestran la tendencia en estos recursos
de proponer actividades centradas en completar, construir tablas o
realizar cdlculos segin su lectura (Bivar y Selva, 2011; Guimaraes,
Gitirana, Cavalcanti y Marques, 2007) desatendiendo actividades,
de gran importancia en el desarrollo del pensamiento estadistico,
como es estudiar las relaciones en los datos que se representan con
el fin de analizar su variabilidad (Wild y Pfannkuch, 1999).

En los siguientes apartados se describen los antecedentes de
investigacion mas relevantes que ayudan a delimitar el contexto
de la problematica abordada en la tesis doctoral llevada a cabo
por la primera autora de este trabajo, que se encuentra en fase de
desarrollo; después se presenta el marco tedrico que fundamenta
la planificacion del proyecto de tesis y algunos avances de los
resultados que hasta el momento se han obtenido, junto a unas

reflexiones finales.
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2. ANTECEDENTES

2.1. COMPLEJIDAD SEMIOTICA DE LA TABLA ESTADISTICA

Como establece Duval (2003), la especificidad de la estructura de

cada tipo de tabla estadistica influye en el modo en que se inter-

preta su informacién. Lahanier-Reuter (2003) identifica tres tipos

principales de tablas, que tendremos en cuenta en nuestro trabajo:

a.

Tabla de datos, donde se presenta la informacién de un estudio
en forma de listado, en celdas organizadas segan filas y columnas
(en ocasiones sin delimitar dichas celdas con bordes, aunque si
organizadas mediante espacios o tabulaciones), pero sin calcular
frecuencias, por lo que no emerge el concepto de distribucién

de una variable estadistica.

Tabla de distribucion de una o varias variables,donde se represen-
ta la distribucién de frecuencias de una variable, relacionando
cada valor de la variable a uno o mas tipos de frecuencia. De este
modo se representa de manera implicita la aplicacion entre el
conjunto de modalidades de la variable y un conjunto numérico
(naturales, reales, ete.) dependiendo del tipo de frecuencia que

se represente (absoluta, relativa, etc.).

Tablas de doble entrada o de contingencia, donde se representa
la clasificacion cruzada de dos variables estadisticas unidimen-
sionales (X e Y) y el cuerpo de la tabla contiene las frecuencias
en las celdas de cada cruce de modalidades de las variables

representadas.

Esta clasificacion puede ser completada segian la investigacion

desarrollada por Arteaga y cols. en la interpretacion de graficos

estadisticos (Arteaga, 2011; Arteaga y Batanero, 2011; Batanero, Ar-
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teagay Ruiz, 2010), ya que podemos identificar niveles similares de
complejidad semidtica en la interpretacién de la tabla estadistica.
En la clasificacion que establecen los autores se identifican cuatro
niveles de complejidad semidtica en un grafico, segtin los objetos

representados:

C1. Representacion de datos aislados, de una o varias variables.
Este nivel se refiere a la identificacion de datos en un grafico,
sin emplear el concepto de variable o de distribucion de la
misma. Se trata de identificar un dato de modo aislado en
la grafica.

Ce. Representacion de un listado de datos. Se representa un con-
junto de datos sin considerar su distribucién de frecuencias.
Se utiliza la idea de variable, se considera la tipologia de sus
valores, pero no se considera la frecuencia de los mismos
ni el concepto de distribucidn.

C3. Representacion de una distribucion de frecuencias. Se trata de
representar en un grafico la distribucién de una variable esta-
distica, teniendo en cuenta el recuento de las frecuencias de
sus modalidades, segiin los datos obtenidos para el estudio.

Cx. Representacion de una distribucion de frecuencias de dos o
mds variables. Este nivel se refiere a la representacion de la
distribucion de una variable estadistica bidimensional, en
el caso de las tablas de doble entrada o contingencia, bien
desde un diagrama de barras apilado o agrupado, diagrama
de dispersion, ete.

2.2. INVESTIGACION SOBRE COMPRENSION DE LA
TABLA ESTADISTICA
La investigacion previa en torno a la comprension de la tabla esta-

distica informa de la dificultad de los estudiantes en su construccién
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y lectura, puesto que al tratarse de una representacion organizada
de la informacién de un estudio, resume la distribucién de una
variable estadistica y se requiere diferenciar las modalidades de la
variable que se representay sus frecuencias. De acuerdo a Batanero
(2000), esta dificultad se hace mas acusada cuando los valores de
la variable estan agrupados en intervalos, pues se suele ignorar,
tanto en la construccidon como en su lectura, que cada uno de estos
intervalos puede considerar igual o distinta amplitud.

Como indica Koschat (2005), la informacién representada en
una tabla estadistica requiere de la eleccion de las filas y columnas
due la componen y el tipo de informacién que se va a representar
en dichas filas y columnas. En el trabajo con las tablas estadisti-
cas se decide el tipo de nimero que representar, segun los datos
e informacion del estudio, asi como el uso de elementos graficos
o simbodlicos para estructurar su representacion. De este modo, la
estructura de la informacién que representa una tabla estadistica
muestra no solo nameros, sino la gran diversidad de relaciones
que se pueden establecer entre ellos. Por lo que una adecuada
comprension de este objeto matematico facilitara el estudio de
otros contenidos estadisticos, como por ejemplo, la probabilidad
o la asociacidn, entre otros (Ortiz, 2002).

La investigacidn en la comprension de la tabla estadistica se
orienta, principalmente, a la construccion y lectura de la tabla de
doble entrada. En Marti, Pérez y de la Cerda (2010) se pide a 153
estudiantes de educacion primariay secundaria: 31 de 5° curso (10
afios), 39 de 6° curso (11 afios), 43 de 1°Eso (12 afos) y 40 de 2°Es0
(13 anos), organizar informacién dada en forma de listado para
construir una tabla de doble entrada. Se evidencia la dificultad en
diferenciar la variables que conforman la tabla, asi como distribuir
los datos en la tabla agrupandolos en intervalos (estatura inferior

a 130 cm, entre 130 y 159 em, entre 150 y 169, y superior a 169 cm.),
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organizarlos segiin géneroy calcular las frecuencias conjuntas segin
el cruce de sus modalidades. El mayor porcentaje de logro se con-
siguib en 2° Eso (58% de éxito), mientras que el menor porcentaje
se presenta en 5° de primaria (26% de éxito), obteniendo mejores
resultados los estudiantes de 6° de primaria (51% de éxito) que los
de 1° Eso (33% de éxito). Ademads, se detecta un alto indice de res-
puesta en la estrategia de construir la tabla como listado de datos.

En el estudio desarrollado por Estrella y Olfos (2015) en dos
cursos de tercer grado de primaria (7 a 9 afios) conformados por
38 y 42 alumnos chilenos, sin ensefianza previa sobre las tablas, se
observa que la tabla estadistica no se emplea como representaciéon
natural para representar informacién (solo 5 de los 8o participan-
tes representaron una tabla de frecuencias), a pesar de plantear
un contexto cercano al estudiante. Los autores manifiestan la
necesidad de prestar atencion a la ensefianza y aprendizaje de la
tabla estadistica en los primeros niveles educativos, a través de la
organizacion de informacién con datos reales.

Respecto a las dificultades y errores en la construccion de
tablas o la traduccidén a otro tipo de representacion, se encuentra
la confusién del tipo de tabla a construir, falta de los elementos
que la conforman (titulo o etiquetas) y confusién entre tipos de

frecuencia o errores de calculo.

2.3. INVESTIGACION EN LIBROS DE TEXTO SOBRE
LA TABLA ESTADISTICA
La investigacion sobre la tabla estadistica en los libros de texto
es escasa, y principalmente se centra en el analisis de las graficas
estadisticas. Como antecedente importante encontramos las inves-
tigaciones desarrolladas por Diaz-Levicoy y cols. (Diaz-Levicoy,
Morales y Lopez-Martin, 2015; Diaz-Levicoy, Ruz y Molina-Portillo,

2017), analizando textos de educacién basica en Chile en los prime-
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ros niveles (12 a 32 basico). Las variables de analisis consideradas
se refieren al tipo de tabla planteada al estudiante, la actividad que
se pide realizar, el contexto propuesto en la actividad, de acuerdo
a las pruebas risa (0ECD, 2019), asi como el nivel de lectura que
se requiere para responder a las preguntas que se plantean sobre
la tabla (Friel, Curcio y Bright, 2001). Se muestra el predominio de
actividades como leer o construir graficos a partir de la informacién
de una tabla, siendo mas frecuentes los niveles mas elementales
de lectura, referidos a la lectura literal o el uso de la misma para
calcular estadisticos o realizar comparaciones entre datos.

Los estudios referidos al analisis de tablas y graficos estadisticos
en textos escolares brasilefios de los niveles de educaciéon basi-
ca, 1° a 5° (7 a 11 afos) confirman los resultados obtenidos por
Diaz-Levicoy y colaboradores en el contexto de textos escolares de
educacion basica en Chile. De este modo, en Guimaraes, Gitirana,
Cavalcanti y Marques (2007) se observa que las tareas se refieren
fundamentalmente a la lectura de la tabla y no tanto al analisis de
la informacién que representan, como seria deseable, puesto que
en el modelo de pensamiento estadistico que establecen Wild y
Pfankuch (1999) se destaca la necesidad de plantear al estudiante
el analisis de la variacion de los datos para su anilisis. También
Bivar y Selva (2011) observan due las actividades més frecuentes
que se plantean a los estudiantes estan relacionadas con completar

y leer la tabla estadistica.

3. MARCO TEGRICO

El marco tedrico utilizado para fundamentar y dirigir el proyecto
de investigacion de la tesis doctoral es el Enfoque Ontosemidtico
(e0s) sobre el conocimiento y la instruceién matematica (Godino
y Batanero, 199%; Godino, Batanero y Font, 2020), puesto que se
ajusta al modo en que consideramos la tabla estadistica como un

objeto matematico.
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Al considerar que el significado de un objeto matematico emerge
de la practica matematica que se realiza al resolver una situacién
problema, en lugar de delimitar una practica particular que dote de
significado a un objeto matematico, interesa determinar el sistema de
practicas que se llevan a cabo, en la diversidad de situaciones donde
cobra sentido (Godino y Batanero, 1994). De este modo, el analisis
de los elementos primarios del significado de un objeto matematico
comprende los elementos del lenguaje, conceptos, proposiciones o
propiedades, los diferentes procedimientos y situaciones-problema,
asi como la diversidad de argumentaciones o justificaciones que
se emiten para validar o explicar la actividad realizada (Godino,
Batanero y Font, 2020).

Por otra parte, la actividad matematica se analiza desde la dua-
lidad personal e institucional del conocimiento matematico, puesto
que el sistema de practicas matematicas puede encontrarse en el
dominio de un sujeto (significado personal) o bien ser relativo a
una comunidad o institucién (significado institucional). En cuanto
al significado institucional, en nuestro trabajo analizamos el signi-
ficado pretendido de una muestra de libros de texto ampliamente
utilizados en el sistema educativo chileno, pues se trata del tipo
de significado institucional que informa de la planificacion del
proceso de instruccidon; en este caso, la planificacion se analiza en
base a la unidad didactica del libro de texto referida al bloque de
contenidos de estadistica y probabilidad. Mientras que, analizamos
el significado personal del estudiante, al evaluar las respuestas
de una muestra de estudiantes a un cuestionario especificamente
disefiado para nuestro estudio. Para ello, usamos la nocién de con-
figuracion ontosemidtica, que nos permite caracterizar la actividad
matematica desde la diversidad de objetos y procesos implicados en
su desempeinio, tanto desde el enfoque epistémico como cognitivo

(Godino, Batanero y Font, 2020).
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4. PLANIFICACION DE LA INVESTIGACION
Como se ha mencionado anteriormente, la tabla estadistica es un
objeto matematico de gran importancia en la resolucién de pro-
blemas matematicos y su investigacidon requiere mas atencion en
didactica de la estadistica, sobre todo en el contexto chileno donde
el curriculo amplia considerablemente los contenidos de estadistica
y probabilidad en segundo ciclo de educacion basica, haciendo del
manejo de la tabla estadistica una idea estocastica fundamental
(MINEDUC, 2015; 2018). Todo esto motiva nuestra inquietud por
contribuir al desarrollo este campo de investigacion en el tema,
por lo que el proyecto de investigacion de la tesis doctoral preten-
de abordar el estudio de la tabla estadistica en segundo ciclo de
educacion basica en Chile (5° hasta 82 basico: 10 a 13 anos) desde
dos perspectivas secuenciales. La primera de ellas es el analisis de
una muestra de textos escolares en dicha etapa educativa, mientras
due la segunda abarca el anilisis de la actividad matematica de
una muestra de estudiantes chilenos de 62y 8° curso, en respuesta
a dos cuestionarios disefiados especificamente para evaluar su
conocimiento sobre el tema.

Podemos diferenciar en nuestra planificacion diferentes fases,
atendiendo al objetivo principal de la investigacion descrito ante-

riormente:

Fase de estudio preliminar y fundamentacion tedrica: el diseho
de los instrumentos de evaluacién del conocimiento de los
estudiantes chilenos sobre la tabla estadistica se apoya en
las variables que influyen en la actividad con la misma, por
lo que el analisis de la literatura previa, de los documentos
curricularesy de los libros de texto ayudara a conectar con la
ensefianza due reciben los estudiantes en la etapa de educa-
cién basica. En esta fase se concretan los fundamentos de la
investigacion segiin el marco teérico, el analisis de la literatura
previa de investigacion y de los documentos curriculares de
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segundo ciclo de educacion basica en Chile en torno a la tabla
estadistica (MINEDUC, 2015; 2018).

Fase de andlisis de textos escolares: en esta fase se caracteriza el
significado pretendido de la tabla estadistica en una muestra
de libros de texto chilenos de 5° a 82 de educacién basica en
Chile, analizando el tipo de tabla y de actividad matemética
due se propone al estudiante en el tema de estadistica y proba-
bilidad. La muestra se conforma de los textos entregados por
el Ministerio de Educacion, que atienden al marco curricular
(MINEDUC, 2015; 2018), con la finalidad de contrastar la in-
formacién presente en ellos en torno a las tablas estadisticas.
La descripcion de la metodologia empleada en su anilisis se
describe en la Seccidn 4 de este trabajo, donde presentamos
el avance de resultados en esta fase del proyecto de investiga-
cién. Los principales resultados consisten en ejemplos de las
diferentes categorias obtenidas con el analisis, junto a tablas de
resumen que presenten la frecuencia de cada categoria y con
ello comparar los resultados del analisis realizado, asi como
con los obtenidos en investigaciones previas. Estos resultados
serviran de base para determinar el contenido del cuestionario
de evaluacién que se elabora en la fase posterior.

Fase de disevio de instrumentos de evaluacidn: en esta fase se
disefian y validan los cuestionarios que se utilizaran para el
proceso de evaluacion del conocimiento de los estudiantes
chilenos sobre la tabla estadistica en educaciéon basica. Los
cuestionarios se dirigen a estudiantes chilenos de 62y 82
curso de Educacién Primaria (11 y 13 afios) y sus items se
seleccionan a partir de un banco de tareas adaptadas del
andlisis de los textos escolares de la fase previa, en los que se
controle las variables que influyen en la actividad con la tabla
estadistica. Los items seleccionados para 6° se amplian en el
cuestionario para 8?2 puesto que los estudiantes han tratado
mas contenidos, como es la frecuencia relativa y acumulada.
Se sigue con la posterior validacién de los cuestionarios por
un juicio de expertos y la prueba piloto de los items, este al-
timo para determinar su legibilidad y el tiempo requerido en
responderlo, asi como sus caracteristicas psicométricas basicas
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(indices de dificultad y discriminacién; fiabilidad; validez), la
construccion de dichos instrumentos seguird normas meto-
dolégicas rigurosas (Cohen, Morrison y Manion, 2013). Estos
cuestionarios permitirdn caracterizar el significado personal
adduirido por los estudiantes, y su construccion sera ttil para
la evaluacién de los alumnos y aportara informacién para los
propios docentes y otras investigaciones.

Fase de tmplementacion y andlisis de informacion: en esta fase se
aplica cada cuestionario a una muestra amplia de estudiantes
chilenos de 6° y 8° de educacién bésica (11 y 13 afios), para
evaluar su conocimiento sobre tablas estadisticas. Mediante
este estudio trataremos de examinar si los objetivos planteados
en las directrices curriculares, y libros de texto son alcanzados
por los escolares. Y con ello, deseribir sus principales logros
y dificultades, asi como su relacién con el cambio en la edad
y curso escolar.

5. AVANCE DE RESULTADOS EN LA PROPUESTA

DE INVESTIGACION

En esta seccidn se presenta un avance de resultados del proyecto
de tesis doctoral que se encuentra en curso, en particular, sobre la
fase de analisis de textos escolares chilenos. Aunque se encuentra
avanzado el anilisis de la configuracién de objetos y procesos ma-
tematicos implicados en el conjunto de situaciones que se plantean
al estudiante en los temas de estadistica y probabilidad, debido a
la limitacidén de espacio en este trabajo, nos limitamos a presentar
resultados sobre la tipologia de tablas estadisticas presentes en los

textos escolares chilenos analizados.

5.1. METODOLOGIA
El presente estudio se desarrolla bajo un enfoque mixto, de gran
componente cualitativo (Cohen et al., 2013). La investigacién es

exploratoria, pordque, aunque tenemos antecedentes son pocos los
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due analizan textos escolares dirigidos a los niveles educativos de
nuestra investigacion, y no consideran todas las tareas previstas. Se
emplea como técnica metodoldgica el analisis de contenido (Neuen-
dorf, 2016), para ello se establecen de modo sistematico diferentes
etapas que comienzan por la lectura de los temas de estadistica y
probabilidad, que es donde se promueve la actividad matematica
con la tabla estadistica. Seguidamente, se delimitan los parrafos en
donde aparece la tabla estadistica, bien de modo explicito o implicito
para hacer uso de la misma. Una vez establecidas dichas unidades
de analisis se proceden, mediante un proceso ciclico e inductivo, a
examinar su contenido para asi confeccionar un listado de catego-
rias para cada variable analizada y con ello describir con ejemplos
cada posible categoria. A continuacidn, se presenta el avance de
resultados en torno a la tipologia de tablas.

La muestra esta constituida por doce textos escolares de 5° a 82
curso de educacion basica en Chile (Anexo 1), distribuidos de manera
gratuita por el Ministerio de Educaciéon a todos los estudiantes y
profesores pertenecientes a la educacion piblica y sistema particular
subvencionado del pais. Para cada nivel educativo se analizan los
tres textos que distribuye el Ministerio: el libro de texto, con el que
se desarrolla cada tema propuesto en el curriculo; el cuaderno de
ejercicios, con el que el estudiante complementa al libro de texto
y la guia didactica para el docente, que orienta la labor docente y
anade ejercicios adicionales de profundizacion para facilitar la

gestion del aula.

5.2. RESULTADOS
Partiendo de la clasificacion establecida por Lahanier-Reuter (2003)
de las tablas estadisticas y relacionando los niveles de complejidad

semidtica propuestos por Arteaga y cols. (Arteaga, 2011; Arteaga
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y Batanero, 2011; Batanero, Arteaga y Ruiz, 2010) se encuentra la
siguiente tipologia de tablas, segiin su complejidad semidtica, en

los textos analizados:

C1. Representacion de datos aislados. No se encuentran tablas que
representen datos aislados en los textos analizados, por lo
due no hay datos para este nivel de complejidad semidtica.

Ce.Tabla de datos. Se representa el conjunto de datos de un
estudio, pero sin considerar la distribucion de sus frecuen-
cias, tanto en una variable o mas, como muestra la Figura 1.

La muestra de 50 peces la repitieron 10 veces y en cada oportunidad repusie-
ron los peces al lago. A continuacién se presentan los resultados.

10 | 20 | 30 | 40 [ 50 | go | 70 | 8o | 90 | 100 Al repetir un experimento muchas
[EspecieA 35 | 28| 22 | 31 |30 | 32| 34| 27| 20 | 33 . veces, los porcentajes se estabilizan,

l E B es decir se observa que tienden a
Jeodl BIAIBIDIALBI1)25 2] 17 acercarse a un valor determinado.

;Podrian estimar el porcentaje de peces de cada especie en el lago?
Expliquen su procedimiento.

Figura 1. Ejemplo de tabla de datos

Fuente: Merino, Mufoz, Pérez y Rupin, 2016, p. 289

C3. Tabla de distribucion de una variable. Este nivel de comple-
jidad semidtica se subdivide en tres niveles, atendiendo a
los diferentes objetos matematicos representados:

C3.1. Tablas de frecuencias ordinarias: se representa la
distribucién de frecuencias (absolutas, relativas o

porcentaje).

C3.1.  Tabla de frecuencias acumuladas: se representa la dis-
tribucién de una variable incluyendo sus frecuencias
acumuladas (absolutas, relativas o porcentaje), cuyo
tratamiento involucra el manejo de desigualdades
(Ver Figura 2).
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Estadias de huéspedes en una semana

Completa la tabla con las frecuencias acumuladas.
Determina la media aritmética.
En un hotel se registré los dfas de estadia de los hués- Determina la mediana.

1

2
pedes por el perfodo de una semana. El resultado se 3 203 Confecciona un grafico de barras con los datos de
representa en la siguiente tabla: 4 170 la tabla.
5
6
7

Estadia en dias f F

142 142

305

an oo

®

. ;Cambiaria la mediana si no se consideraran las
54 estadias que sobrepasan l0s 4 dias? Fundamenta.

Figura 2. Ejemplo de tabla de frecuencias acumuladas

Fuente: Merino et al., 2016, p. 331

Cx.Tabla de frecuencias agrupadas en intervalos: se representa
la distribucion de la variable con sus valores agrupados
en intervalos, lo que implica trabajar con extremos,
valores aproximados, rango, etc.

Cs. Tabla de doble entrada o contingencia: la distribucién de la
variable estadistica bidimensional se representa mediante
el cruce de las dos variables estadisticas que la conforman.
En las respectivas celdas de cada cruce se muestran sus
frecuencias, donde se distinguen tres tipos: conjunta (o
doble), marginal (fila o columna) y condicionada (ala fila o
columna). Este nivel se divide en dos subniveles, de acuerdo
a su complejidad semidtica, segan si los valores de alguna
de las variables se encuentren agrupados en intervalos de
clase (C4.2) o no agrupados (C4.1), como muestra la Figura 3.

Los siguientes datos corresponden a los resultados de la Medio Bicicleta
encuesta clasificados entre hombres y mujeres. Explica el
procedimiento que seguirias para representar los datos
en un gréfico.

Colectivo | Automévil | Bus | Metro

Hombres 20 9 55 27 80
Mujeres 20 1 45 33 60

Figura 3. Tabla de contingencia (Cj.1)
Fuente: Maldonado y Castro, 2017, p. 233

En la Figura 4 se muestran los resultados del analisis del tipo

de tabla estadistica, atendiendo a su nivel de complejidad semidtica
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(Arteaga, 2011; Arteaga y Batanero, 2o11; Batanero et al., 2010) y el
nivel educativo. Se observa la presencia de todos los tipos de tablas
descritos anteriormente con un predominio de las tablas de distri-
bucién de una variable (5% 47,5%, 6% 72,2%, 7% 76,1% y 8% 57,9%),
especialmente las que representan frecuencias ordinarias (absolutas,
relativas o porcentajes) con un nivel de complejidad semidtica C3.1
(5% 47,5%, 6% 72,2%, 7% 49,3% y 8% 27,4%). Le siguen en representa-
tividad similar la tabla de datos Ce, la que cobra mayor relevancia
en 82 curso, a pesar de tratarse de la tabla con menor complejidad
semidtica (5% 23,0%, 6% 13,0%, 7% 14,4% y 8% 33,6%) y la tabla de
doble entrada, que es la que posee mayor complejidad semiética (5%
29,5%, 6% 14,8%,7% 9,6% y 8% 8,5%) y paraddjicamente tiene mayor

representatividad en el menor nivel educativo analizado, que es 5°.

100%
90% -
80%
70% ¥ C4.2. Tabla de doble entrada (agrupada)
60% m C4.1. Tabla de doble entrada (ordinaria) o contingencia
50% C3.3. Tabla de distribucion de una variable (agrupada)
40% m C3.2. Tabla de distribucion de una variable (acumulada)
30% ® C3.1. Tabla de distribucion de una variable (ordinaria)
20% m C2. Tabla de datos
10%
o
0 * 50 60 70 80

Figura 4. Distribucién del tipo de tabla en los textos analizados atendiendo al
nivel de complejidad semidtica, segain nivel educativo

Por tanto, los textos analizados siguen las orientaciones curri-
culares en cierta medida, ya que plantean el estudio de la tabla de
distribucién de una variable incrementando de manera gradual
su complejidad semidtica, segain se avanza el nivel educativo. Asi
encontramos que en 7° se inicia el estudio de la tabla de distribu-
cién de una variable con frecuencias acumuladas C3.2 (5% 0%, 6
0%, 7% 26,8% y 8% 14,2%) y en 8 se inicia el estudio de la tabla de
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distribucion de una variable con datos agrupados C3.3 (5% 0%, 6
0%, 7% 0% y 8% 16,4%).

Mientras que el estudio de la tabla de doble entrada o con-
tingencia, segin nivel educativo, tiene una distribuciéon gradual
decreciente en complejidad semidtica conforme se avanza el nivel
educativo. Por tanto, encontramos el estudio de la tabla de doble
entrada con datos agrupados C.2 con mayor presencia en 5° que
en 8° (52 3,6%, 6% 0%, 7% 0,5% y 8% 0%) como también ocurre con
la tabla de doble entrada o contingencia (5% 25,9%, 6% 14,8%, 7%
9,1% y 8% 8,5%).

6. REFLEXIONES FINALES

La atencion que recibe la investigacion en la ensefianza y apren-
dizaje de la tabla estadistica es escasa, como se manifiesta en los
antecedentes mas destacados que se resumen en el presente trabajo.
Se justifica asi el interés por la problematica abordada en el pro-
yecto de investigacion de tesis doctoral que viene desarrollando la
primera autora de este trabajo y es dirigida por el resto de autores,
en la que se aborda el estudio de la tabla estadistica en segundo
ciclo de educacién basica en Chile. Como se pone de manifiesto
en este trabajo, diferentes autores alertan del nivel de compleji-
dad creciente que adquiere la tabla estadistica desde la educacion
primaria (Estrella, 2014) y la necesidad de sensibilizar al docente
de la importancia de su ensefianza y aprendizaje (Estrella; 2014;
Gabucio, Marti, Enfedaque, Gilabert y Konstantinidou; 2010).

El analisis de contenido realizado en los libros de texto nos permite
conectar con el proceso de enseflanza recibido por los estudiantes
en segundo ciclo de educacién basica chilena; en particular, en este
trabajo presentamos el avance de resultados de la caracterizacion
del tipo de tabla junto a su nivel de complejidad semidtica. Con los

resultados de este trabajo, se pretende concienciar al docente en su
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labor de planificacién del proceso de ensefianza y aprendizaje de la
tabla estadistica en la etapa de educacion basica. El libro de texto
suele ser un recurso de ensefianza ampliamente utilizado por el
docentey el estudiante (Alkhateeb, 2019; Herbel, 2007) y la muestra
de textos analizados no evidencia una tendencia gradual creciente
en la distribucién de todos los tipos de tablas estadisticas, segiin su
complejidad semidtica y que requiere atencion de los profesores
en cuanto al tratamiento de la tabla de doble entrada, en particu-
lar, puesto que su complejidad semidtica es alta y su ensefianza se
recoge fundamentalmente en 5° curso. Dado el acontecer actual, es
necesario que los aprendices se enfrenten al estudio de la estadis-
tica y probabilidad desde el tratamiento con datos reales, que sean
significativos, y para ello se requiere una adecuada comprensiéon
de los procesos de recoleccion y tratamiento de la informacion

(Rodriguez-Muiiiz, Muhiz-Rodriguez, Vasquez y Alsina, 2020).
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Resumen

El presente estudio forma parte de una investigaciéon mas amplia, cuyo
interés es analizar los procesos matematicos puestos en juego por alum-
nos de un bachillerato mexicano. El objetivo de este estudio es describir
algunos procesos matematicos emergentes en las practicas argumenta-
tivas de alumnos cuando usan la geometria dindmica. Se implementd
una secuencia de actividades sobre las isometrias en el plano utilizando
el software GeoGebra en el contexto de los teselados o recubrimientos,
en el que se pidio6 a los alumnos construir y argumentar sobre el proceso
de construccién desarrollado. El andlisis consisti6 en la identificacién
y descripcion de los procesos matematicos propuestos por el Enfoque

Ontosemidtico (E0s). Los resultados muestran la riqueza de las practicas
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argumentativas a través de los procesos matematicos puestos en juego
por un grupo de alumnos al utilizar el GeoGebra.
Palabras clave: procesos matemdticos, prdacticas argumentativas,

bachillerato, geometria dindmica.

Abstract

This study is part of a broader investigation, whose interest is to charac-
terige the mathematical processes put into play by students of a Mexican
high school. The objective is to describe some emergent mathematical
processes in the argumentative practices of high school students when
they use dynamic geometry. A sequence of activities on isometries in
the plane was implemented using the GeoGebra software in the con-
text of tessellations or coatings, in which students were asked to argue
about the construction process developed. The analysis consisted of the
tdentification and description of the mathematical processes proposed
by the Ontosemiotic Approach (osa). The results show the richness of
argumentative practices through the mathematical processes put into
play by a group of students when using GeoGebra.

Keywords: mathematical processes, argumentative practices, high

school, dynamic geometry.
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1. ANTECEDENTES
Desde la perspectiva Piagetiana el desarrollo de procesos cognitivos
se da a través de la imitacion, donde puede resultar un proceso que va
de la acomodacién sensoriomotora a la asimilacién y la acomodacién
mental, lo que caracteriza los comienzos de la representacién mental
(Piaget, 1961). En el campo de las matematicas los procesos cognitivos
son complejos de evidenciar, por la razon de estar relacionados con el
acto de pensar, razonar, inferir, deducir, memorizar, etcétera, los cuales
subyacen y se desarrollan en la mente del individuo. Sin embargo, en la
actividad matematica es posible analizar procesos matematicos y valorar
la practica significativa de los alumnos a través de las acciones (operativas
o discursivas) desarrolladas en las tareas matematicas que involucren
sus conocimientos y habilidades, donde ellos son capaces de comunicar,
validar y generalizar la solucién problema (Godino y Batanero, 1994).
De acuerdo con la teoria del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento
y la instruccién matematicos (E0s) propuesta por Godino, Batanero y
Font (2007), en la resolucién de problemas emergen objetos y procesos
matematicos que propician el desarrollo de sistemas de practicas matema-
ticas. Dichos autores consideran procesos y megaprocesos (resolucion de
problemas o modelizacién) como herramientas de analisis de la practica
matematica, una manera de estudiar estos ultimos es a través del and-
lisis de los procesos mas simples que lo componen como, por ejemplo,
representacion, particularizacion, personalizacion, institucionalizacion,
argumentacion, etc. En este sentido es importante conocer como se
desarrollan los procesos matematicos cognitivos en las practicas mate-
maticas, una forma es a través de las tareas o actividades que involucran
el uso de artefactos (dispositivos artificiales), los cuales se convierten en
instrumentos psicoldgicos que permiten alterar el desarrollo natural de
los procesos cognitivos (Vygotsky, 1979). El uso de artefactos es clave
para el desarrollo de significados desarrollados en la construccion del

conocimiento (Mariotti, 2009), y esta ligado a la actividad cognitiva de los



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Ademas, segiin
Rabardel (2001) el individuo desarrolla un proceso de instrumentacion
cuando existe la conjugacion entre el artefacto y las habilidades cognitivas

necesarias implementadas para potenciar la herramienta o el artefacto.

1.1. LA GEOMETRIA DINAMICA COMO MEDIO PARA LA GENERACION
DE ARGUMENTOS

Un referente internacional como la National Council of Teachers of Ma-
thematics resalta que el uso de las tecnologias digitales es parte esencial
en el aprendizaje y la enseflanza; estas influyen en la matematica que se
ensefia y potencia el aprendizaje de los alumnos (NcTM™, 2000). En este
contexto, las tecnologias digitales vienen a ser un medio por el cual los
alumnos podrian ampliar y transformar sus significados matematicos,
asi como representar y acceder a los objetos matematicos.

Por otra parte, la argumentacion matematica como parte de la ac-
tividad matematica de los alumnos sigue siendo primordial en los pro-
cesos de ensefianza y aprendizaje, esto se ha visto reflejado en diversas
investigaciones y eventos, como, por ejemplo el 19th 1cm1 Study Proof
and Proving in Mathematics Education, en el que diversos autores se han
ocupado de aportar elementos desde el enfoque cognitivo, epistemologico
o0 semiotico en relaciéon con la ensefianza y el aprendizaje de la argumen-
tacion y demostracion matematica escolar (Hanna y Villiers, 2012). La
importancia de usar herramientas digitales para fomentar y desarrollar
el proceso de argumentacion (Radford, 2006; Bussi y Mariotti, 2008;
Karadag y McDougall, 2011; Mejia y Molina, 2013; Toulmin, 2003), con
miras a provocar en los alumnos un razonamiento légico deductivo que
vislumbre el desarrollo de la demostracién matematica (Douek, 2007;
Duval, 1999; Knipping, 2008; Larios, 2018). Por tanto, la argumentacion es
un proceso fundamental para el aprendizaje de las matematicas y resulta
una via por la cual abordar el estudio y su relacién con otros procesos

matematicos propuestos por el EOs.
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Por otra parte, el uso de herramientas digitales ha fungido como un
medio para favorecer el desarrollo de las practicas de argumentacién y
demostracion matematica (Mariotti, 2000). En particular, la geometria
dinamica “puede ser utilizado como medio para que el alumno siga un
proceso no necesariamente lineal (avances y retrocesos), que le lleve a
desarrollar habilidades de razonamiento y de observacion al permitir
diferenciar progresivamente entre dibujo (representacion) y figura (re-
lacién conceptual entre dibujo y objeto geométrico)” (Larios, Pino-Fany
Gonzalez, 2017, p. 43). Asi el uso de un software de geometria dinamica
ofrece a los alumnos la oportunidad de explorar, realizar conjeturas e
involucrarlos a un proceso de formulacion, prueba y reformulacién de
ideas matematicas. El proceso de argumentacion y su relaciéon con otros
procesos matematicos son aspectos para considerar en el desarrollo de
la practica argumentativa, por el papel normativo y regulativo que des-

empena de las matematicas (Molina, 2019).

2. CONTEXTO DE LA PROBLEMATICA

En el sistema educativo mexicano los planes y programas curriculares
del nivel medio (alumnos de 15 a 18 afios), ponen de manifiesto que los
alumnos deben ser competentes para argumentar la solucién de proble-
mas a través de un razonamiento légicamente estructurado, con el fin
de desarrollar capacidades cognitivas (SEp, 2017). Asimismo, dentro del
marco curricular comin que comparten todas las instituciones de bachi-
llerato, se enfatiza en la competencia de: argumentar la solucion de un
problema, con métodos numéricos, grdficos, analiticos o variacionales,
mediante el lenguaje verbal, matemdtico y el uso de las tecnologias
de la informacion y la comunicacion, lo que conlleva al desarrollo de
habilidades digitales como parte del proceso de aprendizaje de las mate-
maticas. No obstante, la practica del profesor sigue siendo parte funda-
mental para que los alumnos desarrollen habilidades y conocimientos

sobre el uso de tecnologias digitales, teniendo en cuenta que estas no se
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limitan al uso de si mismas, sino que también soportan una trayectoria
de organizacion de ideas y creencias de lo que representan en el ambiente
escolar (Moreno, 2017).

Por tanto, es necesario que la educacion escolarizada tenga en cuenta
el desarrollo de procesos matematicos (particularizacion, generalizacion,
definicidén, representacién, argumentacion, etc.) durante el proceso
instruccional de los alumnos. En este estudio es de interés describir
procesos matematicos propuestos por el Eos (Godino, Batanero y Font,
2007), mediante el analisis de la practica argumentativa de los alumnos
del nivel medio en el contexto geométrico. Para ello, se toma en cuenta el
uso del software de geometria dindmica GeoGebra como un medio que
fomenta el desarrollo de practicas argumentativas de los alumnos de este
estudio, por cuestion de espacio se muestra la identificacion de procesos
matematicos de una pareja de alumnos, asi como la descripcion general

de la practica desarrollada referente a una de las actividades propuestas.

3. HERRAMIENTAS TEORICAS METODOLOGICAS DEL ENFOQUE
ONTosemiOTICO (EOS)

La necesidad de desarrollar teorias instruccionales que permitan articular
diversas nociones tedricas sobre el andlisis del conocimiento, su ensefian-
za y aprendizaje, es de mayor importancia para la reflexion sobre ;qué
ha ocurrido aqui y por qué? ;qué se podria mejorar? en el ambito de la
Educacién Matematica. Una teoria que ha ganado presencia e intenta
responder a dichas cuestiones, corresponde a las herramientas tedricas
metodolégicas del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruc-
cion matemdticos (EOS) propuesto por Godino y colaboradores. En este
estudio dicha teoria cobra relevancia sobre las practicas matematicas y la
configuracion de objetos y procesos matematicos. Desde esta perspectiva,
las prdcticas matemdticas son aquellas acciones (operativas) realizadas
por un individuo durante la resolucién de un problema matematico y

las comunicaciones (discursivas) que se hace de la solucion, con el fin
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de validar y generalizar en otros contextos y problemas (Godino y Ba-
tanero, 1994). Tomando en cuenta lo anterior, se asume que la prdctica
argumentativa se realiza cuando el alumno desarrolla una practica
matematica (operativa o discursiva) referente a una situacién problema,
la cual requiere de una justificacion, validacion, descripcion, explicacion,
argumentacion o demostracion en el proceso de solucién del problema,
en el que puede o no manifestar un razonamiento 16gico - deductivo
(Morales, Rubio y Larios, en prensa). Asi, en el desarrollo de las practicas
argumentativas realizadas por un individuo intervienen y emergen una
red deobjetos y procesos matematicos, lo que se conoce en el EOs por
configuracion ontosemidtica (Font y Godino, 2006). Dado que el énfasis
esta puesto en el proceso de argumentacion, se tiene en cuenta que cuando
el alumno aborda una tarea matematica o situacion problema (entrada),
cuya consigna es la inclusion de una explicacion, justificacion, validacion,
argumentacién o demostracion y cuyo producto o respuesta (salida) eslo
que se llama en el E0s un argumento de la configuraciéon ontosemiotica.

La configuracion ontosemidtica del Eos permite integrar los objetos
matematicos primarios (situaciones problema, definicién, lenguaje,
procedimientos, propiedades y argumentos) en un sistema de practicas
(operativa y discursiva). Segun Godino, Wilhelmi, Blanco, Contreras y
Giacomone (2016) estos objetos pueden ser analizados desde cinco pares
de puntos de vista duales, seguin su funcién contextual y funcional en las
practicas matematicas, asi como de los procesos matematicos relacionados.
Estas configuraciones pueden ser epistémicas y cognitivas, la primera se
relaciona con la red de objetos matematicos emergentes e intervinientes
en el sistema de practicas de la institucién. Mientras que, la configura-
cién cognitiva corresponde al sistema de practicas desarrolladas por el
individuo. En la Figura 1, se muestra la relacion de objetos matematicos

primarios presentes en una configuracion ontosemiotica.
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Situaciones - problemas

Definiciones/conceptos

Elementos : =
i e Propiedades/proposiciones
e Regulan Procedimientos
Argumentos

Figura 1. Configuracién ontosemidtica de los objetos matematicos
Fuente: Font y Godino (2006, p. 69)

Desde la perspectiva del E0s, la nocion de proceso matematico refiere
a la “idea de una secuencia de acciones que es activada o desarrollada,
durante un cierto tiempo, para conseguir un objetivo, generalmente una
respuesta (salida) ante la propuesta de una tarea (entrada), estas tareas
estan sometidas a reglas matematicas o metamatematicas” (Rubio, 2012,
p-107). El proceso matemdtico nos permite explorar el funcionamiento
dinamico de la configuracién ontosemidtica activada en la practica mate-
matica. El Eos considera una lista de dieciséis procesos matematicos, seis
de ellos (comunicacion, argumentacion, algoritmizacion, enunciacién,
definicion y problematizacion) podriamos relacionarlos con los objetos
matematicos primarios (lenguaje, argumento, procedimientos, definicio-
nes, proposiciones y situaciones problema) que emergen y estructuran la
configuracion ontosemiotica. Mientras que el resto de los procesos mate-
maticos se agrupan en facetas duales (institucional - personal, ostensivo
- no ostensivo, unitario — sistémico, expresion — contenido, extensivo —
intensivo), como una forma de “estar participando” en el desarrollo de la

practica matematica. Tanto las dualidades como los objetos matematicos
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primarios se pueden analizar desde la perspectiva proceso — producto,

lo que corresponde a los procesos de la Figura 2.

INSTITUCIONAL

PERSONAL

Figura 2. Representacion ontosemiotica del conocimiento matematico

Fuente: Godino, Wilhelmi, Blanco, Contreras y Giacomone (2016)

4. CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

La investigacion se centra en un estudio de caso (Steak, 1999), particu-
larmente sobre parejas de alumnos en un ambiente escolar, donde se
promueve la necesidad de que los alumnos del nivel medio expresen sus
propios argumentos mediante el uso de la geometria dinamica. Por lo que
se considero la observacion del tipo participante en el marco del método
cualitativo — descriptivo. El estudio se realiz6 con 20 alumnos de la escuela
de bachilleres de la Universidad Auténomas de Querétaro (UAQ), los
cuales cursaban la asignatura de Geometria Analitica correspondiente al
cuarto semestre. Para la recoleccion de datos referente a los argumentos

de los alumnos, donde se identificaron procesos matematicos, se realizo
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una propuesta de actividades centradas en la construccion de teselados
regulares y semirregulares en el plano, aplicando algunas herramientas
del software GeoGebra, primordialmente el de las transformaciones
isométricas (traslacion rotacion y simetria axial). En este experimento de
ensefnanza se parte del hecho de que los alumnos no cuentan con amplio
conocimiento sobre el uso de las herramientas requeridas del software
GeoGebra, por lo que nuestra propuesta de actividades contempla los
conocimientos previos y fomenta la argumentacion matemdtica en el
contexto geométrico, con el fin de lograr que los alumnos construyan
los teselados regulares y semirregulares. Cabe resaltar que el papel del
investigador se centr6 en apoyar el desarrollo de actividades respecto

al uso del software y dudas relacionadas con las situaciones propuestas.

4.1. ORGANIZACION DIDACTICA DE LAS ACTIVIDADES PROPUESTAS
Los recubrimientos o teselados en el plano se consideran un medio didac-
tico para la ensefianza y el aprendizaje de las isometrias, este tema puede
ser abordado mediante el uso de material manipulable o de la geometria
dindmica, por ejemplo, el software GeoGebra. Aqui se aborda el estudio
de las isometrias en el plano mediante la construccion de teselados utili-
zando el software GeoGebra. Para lo cual, se desarrollé una secuencia de
actividades que fomentan la argumentacion matematica y cuyo objetivo
central es construir teselados, regulares y semirregulares, y argumentar su
proceso de construccion. La secuencia de actividades (cinco actividades)
se trabajo en parejas en un laboratorio de matematicas de la institucion

antes mencionada, las cuales se desarrollaron bajo el siguiente esquema:
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Manipulacién, exploracion y
observacion de elementos
geométricos por parte de los
alumnos referente a isometrias
mediante el uso del GeoGebra.

Construcciones de
teselados  regulares y
semirregulares de  los
alumnos aplicando las
isometrias del GeoGebra.

Cambio de
circunstancias

o ~F

Conocimientos previos Acciones interiorizadas de los
necesarios para la aplicacién alumnos. refgrente a los objetos
de las herramientas del geométricos (isometrias en el plano)
software. involucrados en la construccion de

los teselados.

Figura 3. Organizacion general de la propuesta de actividades

Fuente: Elaboracion propia.

4.2. DESCRIPCION GENERAL DE LA PROPUESTA DE ACTIVIDADES
A continuacion, se describe de manera general la propuesta de activida-
des, aunque aqui solo se hace referencia a la actividad que se centra en

la construccion de teselados semirregulares.

Actividad 1: se plantean situaciones que involucran la clasificaciéon
y justificacion de algunos poligonos regulares, esto a partir de la re-
presentacion grafica del poligono. Como parte de los conocimientos
previos que poseen los alumnos.

Actividad 2: se proporcionan archivos dindmicos (applets) referentes
alas isometrias en el plano y se plantean situaciones (preguntas) que
incluyen la exploracién y la manipulacion de herramientas que invo-
lucran las isometrias, con el fin de que los alumnos conceptualizarlas.
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Actividad 3: se explicit6 la nocion de teselado regular y se pidi6 a los
alumnos construir y justificar el proceso de construccion, mediante
la aplicacion de las isometrias del GeoGebra.

Actividad J: se explicitd la nocion de teselado semirregular y se
pidio a los alumnos construir y justificar el proceso de construccion,
mediante la aplicacion de las isometrias del GeoGebra.

Actividad 5 se incluy6 dibujos y applets referente a teselados irre-
gulares, se pidié a los alumnos la manipulacion y exploracion para
identificar cudndo una construccién cumplia con la definicion de
teselado y qué herramientas isométricas estaban involucradas en
los applets.

5. ANALISIS Y RESULTADOS

A continuacion, se muestran el andlisis de las practicas argumentativas
de una pareja de alumnos referente a la actividad que involucra la cons-
truccion de teselados semirregulares, asi como los procesos matematicos
identificados en dichas practicas, los cuales se identificaron de acuerdo
con los propuestos por el marco del Eos. La Tabla 1 muestra los procesos
matematicos que se identificaron en 10 parejas de alumnos fueron: sig-
nificacién (S), descomposicion (D), Enunciacion (E), particularizacion
(Pa), personalizacion (Pe), representacion (R), materializacion (M), visua-
lizacién (V), definicion (De) e idealizacion (I). Por cuestion de espacio,
en la Tabla 1 se muestra los procesos matematicos identificados en este
estudio correspondiente a la actividad que se centr6 en la construccion
de teselados semirregulares. Ademas, se uso el simbolo de guion (-) para
representar que la situacion presentada al alumno no se identificé algin

proceso matemadtico.
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Tabla 1. Procesos matemadticos identificados en la actividad 4 (Fuente:

Elaboracién propia)

Procesos matematicos
A4 | P1 | P2 | P3 P4 P5| P6 | P7 | P8 | P9 |P10
S1| M |[LM| M M M M| M - I M
S2 |S,V| V | - |De,M,Pa,S| - | V M - IMS|S,V
S3I M M | M M, R - M| M M M | M
S4 | SM| M | M - -/ M| M MV M | M
S5 S S | S - - RSIMR| V S S
S6 M M | M - -/ M| M M M | M
S7 | S S | S -1 S \Y S S S
S8 M M | M - - | M - M M | M
SO | S S [ S M| S I - S S

Enla tabla 1 el proceso matematico recurrente fue el de materializacion,
el cual se relaciona con la dualidad ostensivo — no ostensivo, generalmente
no perceptibles. Sin embargo, son usados en las practicas a través de sus
ostensivos asociados, por ejemplo, simbolos, graficos, notaciones, etc. (Font
y Contreras, 2008). En el proceso de materializacion esta estrechamente
relacionado con el proceso de idealizacion puesto que se puede pasar de
un objeto ostensivo a un objeto no ostensivo, y para operativizar estos
objetos es necesario hacer uso de representaciones ostensivas, lo que
conlleva a un proceso de materializacion.

En esta realidad, los alumnos destacan en gran medida el proceso de
construccion donde a través del software mediatizan y materializan el
pensamiento, es decir, el proceso de materializacion sitda el conocimiento
matematico en el campo del artefacto (Radford, 2006). En este estudio
resaltamos el proceso de materializacion, el cual fue identificado cuando
los alumnos propusieron, a lapiz y papel, la combinacién de poligonos
regulares que utilizarian en la construccion de teselados semirregulares,
pero también cuando aplicaron las herramientas del GeoGebra para la

construccion, por ejemplo, la traslacion, la simetria axial, los vectores,
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los angulos de rotacion, etc. Sin embargo, aunque las herramientas del
software se materializaron en la construccion, en el proceso de construc-
cion, pocos de los alumnos explicaron correctamente su procedimiento
recurriendo a un proceso de visualizacion a través de un lenguaje informal.
Seguin el EOs, son précticas visuales o practicas no visuales, en donde se
pone en juego la percepcion visual y puede ser solo mental (objetos no
ostensivos) o ser objetos perceptibles mediante una representacion fisica

(Godino, Gonzato, Cajaraville y Fernandez, 2012).

5.1. PROCESOS MATEMATICOS IDENTIFICADOS EN LA PRACTICA
ARGUMENTATIVA

A continuacion, se ejemplifica algunos procesos matematicos de una pareja
de alumnos de este estudio, correspondiente a la actividad que involucra
la construccion de teselados semirregulares. Los alumnos respondieron
las tareas propuestas en las cuales no solo se pedia las construcciones
de los teselados sino la justificaciéon de estas mismas, como parte de
su practica argumentativa, donde tenfan que explicitar la secuencia de
pasos para la construccion de los teselados. Para identificar los procesos
matematicos en estas practicas emergentes de los alumnos, se tomé en
cuenta un andlisis a priori de los mismos.

Las siguientes tareas ejemplifican el proceso de materializacion,
personalizacion, visualizacion y significacion, los cuales emergieron en
la justificacion y construccion del teselado semirregular, compuesto por
tridngulos, cuadrados y hexdgonos. En la Figura 4 se muestra el proce-
so de materializacion, cuya tarea se relacionan con dibujar y construir
combinaciones de poligonos regulares para que generen un teselado
semirregulares tanto a papel y lapiz como en el software GeoGebra. El
proceso de materializacion se relaciona con el hecho materializar po-
ligonos regulares a través de una representacion figural (dibujo) de un
teselado semirregular. Asi como la representacion dindmica, aunque este

no representa correctamente un teselado semirregular.
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Figura 2. Ejemplo del proceso de materializacion

En la Figura 5 se muestra el proceso de personalizacidn y visualizacion,
el cual corresponde a la tarea de describir el proceso de construccion
del teselado semirregular seguido por los alumnos, usando triangulos,
cuadrados y hexagonos. El proceso de personalizacion se relaciona con
el significado que pone en uso de las herramientas aplicadas del software,
esto a través del desarrollo de un proceso de visualizacidn, es decir, me-
diante la percepcion visual y usando un lenguaje informal son capaces de

evidenciar una interpretacion de su proceso de construccion del teselado.

« Creamos un cuadrado.

«  Un vector en uno de sus lados.

« Lo multiplicamos con la herramienta de traslacion.

«  seguimoslos mismos pasos con las otras figuras buscando
que encajen perfectamente.

Figura 5. Ejemplo del proceso de personalizacion y visualizacion

La figura 6 muestra un proceso de significacion y visualizacion,
donde la tarea consiste en la justificacion de un teselado semirregular a
través de la definicion su definicion donde se involucra la manipulacion

del software. El proceso de significacion se asocia a la definiciéon no os-
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tensiva de un teselado semirregular, misma que los alumnos ponen de
manifiesto al decir “acoplar’, ademas, la percepcion visual es puesta en
juego en un momento dado, a lo que resulta la evidencia de un proceso

de visualizacidn.

Sawan 360°

PAO Ce oy Bdsgones, < puedon aep\o
Qufechamente el

Figura 6. Ejemplo del proceso de significacion y visualizacion

5.2. CONFIGURACIONES ONTOSEMIOTICAS EN EL ESTUDIO DE LAS
ISOMETRIAS EN EL PLANO
La Figura 7 muestra la configuracion cognitiva asociada a una pareja de
alumnos, la cual constituye la relacion de objetos matematicos primarios
que emergieron durante el desarrollo de practicas argumentativas de los

alumnos, correspondiente a la construccion de teselados semirregulares.



Cap.2

Situaciones:
Construir teselados semirregulares aplicando herramientas del
GeoGebra y justificar el proceso de construccion

Moti

Definiciones/conceptos: Definiciones/conceptos:
Previas: Emergentes:

o Poligono regular o Transformaciones isométricas
o Teselado semirregular (traslacion,  rotacion  y
o Angulo interior de un poligono reflexion o simetria axial)

o Tridngulo equilatero

Propiedades/proposiciones:

l;len}f,n_tos o La suma de los 4ngulos en cada vértice del teselado es un angulo de
lingiiisticos: 360°

) o El angulo interior del poligono regular debe ser divisor de 360° para
M, Expresa que forme un teselado regular
Lenguaje / Procedimientos:

il soporta . At
comun P Previos (matematicos):

<~

(formal o R i6n arifica de polf )
informal) * Representacion grafica de poligonos regulares

o Representacion grafica de un teselado semirregular
Grafi Emergentes (mateméticos):
So?t“llz%e: ¢ Dibujar la 'gombinacién de poligonos regulares que conllevan la
Uso de R:Ig:slg" representacion de un teselado semirregular.
herramientas o Calculo de lg medida del 4ngulo formado en cualquier vértice de un
del software tes'elado semirregular.
para generar Previos (software):
dinamicidad o Aplicacion de herramientas que permiten la construccion del teselado
en el applet semirregular formado por tridngulos equilateros y cuadrados

Emergentes (software):

o Construccién de un teselado semirregular utilizando tridngulos
equilateros y cuadrados aplicando transformaciones isométricas,
traslacion |72, rotacién '+ o simetria axial |-\

o Validacion de la construccion del teselado semirregular a través de la
herramienta de “arrastre” | %

Justifican

Argumentos:

o Mediante la manipulacion y exploracion de un teselado triangular, se
argumenta que la medida del angulo en cada vértice del teselado es de
360°

o Se justifica la construccidn del teselado a través de la aplicacion de las
transformaciones isométricas y se valida cuando se aplica la
herramienta de arrastre en cualquiera de los poligonos originales

Figura 7: Configuracion cognitiva de una pareja de alumnos referente a las isometrias
en el plano



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

6. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

La identificacion de procesos matematicos del EOs permiten vislumbrar el
tipo de practicas argumentativas y el desarrollo de los objetos matemati-
cos puestos en juego de los alumnos de este estudio, cuando argumentan
mediante el uso del GeoGebra. Esto nos lleva a reflexionar sobre el disefio
de actividades que los docentes debieran fomentar tanto en la argumen-
tacion matematica, en un ambiente dindmico, como al planteamiento de
situaciones que permita evidenciar procesos matematicos en el desarrollo
de estas practicas.

Es necesario resaltar que el uso del software GeoGebra en este estudio
evidenci6 un proceso discursivo de los alumnos que va acompaiado de
la practica argumentativa, aunque este haya sido a través de un lenguaje
informal. Ademas, los alumnos no relacionaron ni comprendieron las
propiedades matematicas involucradas en la construccion, lo cual desem-
bocé en argumentos anclados a propiedades propiamente del software. Por
ejemplo, al afirmar que con cualquier poligono regular se podria formar
un teselado de tal manera que estos se “acoplaran perfectamente’, deja
entre ver que la percepcion visual juega un papel relevante en el desarrollo
de la construccién, pero no en la argumentacion del proceso de construc-
cion. Por lo tanto, es necesario que el alumno comprenda la légica de un
software dinamico para realizar cualquier construccién geométrica, para
ello se requiere que haya un conocimiento de propiedades o definiciones
involucradas en tal proceso de construccion.

Ante esta realidad, es evidente y pertinente dar un seguimiento de los
procesos matematicos-cognitivos que manifiestan los alumnos durante su
aprendizaje de la matematica mediante el uso de la geometria dinamica.
Los procesos matematicos identificados parcialmente, hasta el momento
en esta investigacion, ayudan a marcar una pauta para realizar un redisefio
de las actividades que permita evidenciar otros procesos matematicos del
EOS y en particular su relacién con el proceso de argumentacion, més

aun, cuando se involucra una reflexién sobre qué tipos de argumentos
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podrian manifestar los alumnos desde la perspectiva de dicha teoria. El
analisis superficial de los procesos matematicos fue una limitante para
profundizar en ellos, en el sentido de detallar cémo se dio su desarrollo
y desencadenamiento de estos en el estudio. Esto se debi6 a que nos
enfocamos en indagar sobre los procesos matematicos cognitivos en un
grupo de alumnos y no sobre unas parejas de alumnos en particular,
aunque esto siempre se tuvo en cuenta. Esto nos lleva a replantear tanto

el disefio como la implementacion de las actividades propuestas.
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ANALISIS DIDACTICO DE LECCIONES
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ENFOQUE ONTOSEMIOTICO. IMPLICACIONES
PARA LA FORMACION DE PROFESORES
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RESUMEN

Todo profesor debe ser capaz de analizar procesos instruccionales
propios y de otros, detectando sus fortalezas, debilidades y poten-
ciales conflictos relativos al conocimiento matemaético y en general
al Ambito cognitivo, afectivo e instruccional, permitiéndole hacer
adaptaciones razonadas para optimizar el proceso de ensefanza
y aprendizaje analizado. En este trabajo, se plantea la necesidad
de promover en los futuros profesores la competencia de analisis
y valoracion de la idoneidad didactica de procesos de instruccion.
En particular del proceso instruccional implementado que plantea

un determinado autor cuando crea una leccidn de libro de texto en
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el tema de proporcionalidad. Se trata de implicar al futuro docente
en el analisis de lecciones de libros de texto y reflexionar sobre su
destidon de uso.

Palabras claves: andlisis diddctico, idoneidad diddctica, libros de

texto, formacion de profesores, proporcionalidad.

Abstract

Teachers must be able to analyge their own and others’ instructional
processes, detecting their strengths, weaknesses and potential conflicts
related to mathematical knowledge and in general to the cognitive,
affective and instructional ewvironment. This allows them to make rea-
soned adaptations to optimige the teaching and learning process under
analysis. Through a textbook lesson, the author plans an instructional
process, which the teacher who decides to use it as a resource, must be
able to analyze and manage. In this work, we raise the need to promote
in future teachers the competence of analysis and assessment of the di-
dactic suitability of instructional processes planned in textbook lessons,
using as a resource mathematics texts on the subject of proportionality.
Keywords: didactic analysis, didactic suitability, textbooks, teacher
training, proportionality.
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1. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

A pesar de due el libro de texto se ha convertido en un importante
objeto de estudio en los tltimos afios en el Aambito de la Educacién
Matematica (Fan, Zhuy Miao, 2013), la mayoria de los trabajos de
investigacion son de indole descriptivos (Fan, 2013) y pocos de ellos
contemplan el analisis global de lecciones de libros de texto para
temas especificos de matematicas (Castillo, 2019).

El libro de texto escolar es un material que presenta unas ca-
racteristicas peculiares: es un mediador del aprendizaje del estu-
diante, pero también se ha configurado como el material curricular
de uso preferente del profesorado. Por ello el analisis del libro de
texto ofrece enormes posibilidades en la formacién inicial de pro-
fesionales de la educacion (Braga y Belver, 2016). En este sentido,
diversos autores plantean que desde la formacién de profesores
se debe asumir la responsabilidad de promover en los docentes
la capacidad de analizar los problemas incluidos en los libros, la
identificacion de objetos matematicos que intervienen, asi como
las posibles dificultades de comprension. Se trata de garantizar que
los profesores dispongan de criterios y herramientas para hacer
un uso adecuado de dicho material (Beyer y Davis, 2012; Godino,
Giacomone, Batanero y Font, 2017).

En este trabajo nos interesa especialmente el tema de la propor-
cionalidad, dado que muchos estudiantes y profesores muestran
dificultades en diferentes aspectos relacionados al desarrollo del
razonamiento proporcional (Weiland, Orrill, Nagar, Brown y Burke,
2020), que pueden guardar una estrecha relacién con el tratamiento
inadecuado que recibe la proporcionalidad en los libros de texto
de matemitica (Shield y Dole, 2013).

Partiendo de que el analisis de libros de texto debe ser una de
las competencias contempladas en la formacién de profesores, el

interés de nuestra investigacién se centra en disefiar, implemen-
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tar y evaluar intervenciones formativas para que los profesores
en formacion sean capaces de: analizar la idoneidad didactica de
lecciones de libros de texto de matematicas en el tema de proporcio-
nalidad, plantear juicios razonados en base a tal analisis, asi como
concretar aspectos referentes a la gestiéon de uso de dicho recurso
que incremente la idoneidad didactica del proceso de instruccién
planificado. Esto requiere elaborar herramientas teérico-meto-
dolégicas que permitan al futuro profesor o profesor en ejercicio
contar con pautas para analizar la idoneidad did4ctica (Godino,
2013) de una leccién de un libro de texto para abordar un tema de
matematicas. Asi, de manera previa a las experiencias formativas
con futuros docente desarrollamos la Guia de Analisis de Lecciones
de Libros de Texto de Matematicas (carT-Matemaéticas) (Castillo,
Burgos y Godino, 2020) como instrumento de utilidad en la toma
de decisiones fundamentadas sobre el uso de la lecciéon de un libro
de texto en el aula. Esta guia después la particularizamos al tema
de la proporcionalidad (carr-Proporcionalidad).

Nuestro estudio permitira profundizar en las dificultades que
presenten los profesores, tanto en relacién a la consecucion de la
competencia de analisis de libros de texto como de conocimientos
didacticos-matematicos del tema de proporcionalidad. La posibili-
dad de abordar dichas dificultades de manera oportuna mediante
la reflexion y discusion conjunta de los resultados, particularmente
permite el planteamiento de mejoras progresivas en el disefio de

futuras intervenciones.
2. PROBLEMATICA, PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE lNVESTlGACléN

Las cuestiones de investigacion a las cuales pretendemos dar res-

puesta se describen a continuacion:
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¢ Qué instrumentos de andlisis did4ctico se han desarrollado
en investigaciones previas para realizar un analisis sistematico
de libros de texto de matematicas?

;Qué elementos se deben tener en cuenta para realizar un
analisis did4ctico sisteméitico de los libros de texto de mate-
maticas usados en educacién primaria y secundaria?

;Qué tipo de estrategias formativas se deberian disefiar e im-
plementar para capacitar a los futuros profesores de educacion
primaria y secundaria en el andlisis critico y constructivo de
lecciones de libros de texto de mateméaticas?

El objetivo general de la investigacién que presentamos se puede

formular como sigue:

Promover en los futuros profesores de educacion primaria y se-
cundaria la competencia de andlisis y valoracion de la idoneidad
diddctica de procesos de instruccion, utiligando como recurso las
lecciones de libros de matemdticas en el tema de proporcionalidad.

Este objetivo, se concreta en los siguientes objetivos especificos:

okex: Realizar una revision sistematica de las investigaciones previas
sobre metodologias de analisis de libros de texto de matema-

ticas y su uso en la formacién de profesores.

oe2: Optimizar un instrumento para el analisis didactico de lec-
ciones de libros de texto de matematicas que tenga en cuenta
las facetas y componentes que propone la Teoria de la idonei-
dad didactica para los procesos de instruccién matematica

(caLT-Matematicas).

0oE3: Mejorar el instrumento para el analisis did4ctico de leccio-
nes de libros de texto en el tema de la proporcionalidad en

educacion primaria y secundaria (carr-Proporcionalidad).

— 67—
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oe%: Aplicar el instrumento garr-Proporcionalidad a lecciones
sobre proporcionalidad de una muestra de libros de texto

(las usadas en la formacién de profesores).

oE5: Disefiar, implementar y evaluar intervenciones formativas
con profesores de educacion secundaria para desarrollar los
conocimientos y competencias para el analisis didactico de

lecciones de libros de texto aplicando la cart-Proporcionalidad.

0oE6: Disefar, implementar y evaluar intervenciones formativas
con profesores de educacién primaria para desarrollar los
conocimientos y competencias para el analisis didactico de

lecciones de libros de texto aplicando la garr-Proporcionalidad.

3. MARco TEORICO.

Adoptamos el modelo de Conocimientos y Competencias Didacti-
co-Matemaiticas (ccom) de Godino y colaboradores basado en las
herramientas teérico-metodoldgicas del ros (Godino et al., 2017).
En este modelo se considera la sub-competencia de andlisis y valora-
cion de la idoneidad diddctica de los procesos de instruccion, donde
la nocién de idoneidad didactica constituye una herramienta que
apoya la reflexion global sobre la practica didactica, su valoracién
y mejora progresiva. La consideracion de la leccion de un libro de
texto como un “proceso instruccional planificado” permite aplicar
las distintas herramientas tedricas elaborados en el eos para realizar

un analisis sistematico de lecciones de los libros de texto.

4. METODOLOGIA
El enfoque metodoldgico corresponde a la ingenieria didactica,
entendida en el sentido generalizado como propone el £os (Godino,

Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 201%). Ademas, se sigue una meto-
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dologia de anilisis de contenido (Cohen, Manion y Morrison, 2011)
en cuanto la elaboraciéon de las guias precisa recopilar, analizar y
sistematizar conocimientos didactico-matematicos resultado de las
investigaciones educativas sobre la ensefianza y aprendizaje de la
proporcionalidad, asi como en el anilisis de los informes producidos

por los futuros docentes en cada intervencidn.

5. AVANCES DEL PROYECTO DE lNVESTlGACléN, ANALISIS Y
RESULTADOS
En este apartado resumimos los avances fundamentales en el proyecto
de investigacion descrito, poniendo el énfasis en la consecucion de
los objetivos especificos descritos en la seccidn previa. En relacion
con el oE1, se ha llevado a cabo una revision de investigaciones
previas sobre anilisis de libros de texto de matematicas y sobre
formacion de profesores en el anilisis de libros de texto. Dicha
revisién bibliografica nos deja subrayar, entre otros aspectos, que
debido a que el uso del libro de texto en el aula aparece vinculado
a una labor profesional docente que implica que éste adquiera un
posicionamiento critico (Braga y Belver, 2016; Monterrubio y Orte-
ga, 2012), este recurso puede constituir una fuente de aprendizaje
paralos docentes (Ball y Cohen, 1996; Ball y Feiman-Nemser, 1988;
Grossman y Thompson, 2008; Nicol y Crespo, 2006; Remillard, 2000).
Se acepta que parte de la labor docente es utilizar de manera
critica y responsable los materiales curriculares, entre ellos el libro
de texto, como guia para el disefio instruccional. De esta manera, el
profesional en el Area podra tomar decisiones pedagdgicas basadas en
la interpretacidn critica del contenido del texto, entre ellas, realizar
las adaptaciones pertinentes que ayuden a solventar las posibles
limitaciones que estos presenten cuando se aborda el aprendizaje
y la ensenanza de un contenido especifico (Brown, 2009; Choppin,

2011; Drake y Sherin, 2009; Thompson, 2014; Yang y Liu, 2019).
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Existen evidencias de que estas tareas pueden suponer dificul-
tades a los docentes, especialmente para aquellos que poseen poca
experiencia laboral debido a su recién incorporacién en la practica
docente (Beyer y Davis, 2012). Por ejemplo, diversas investigaciones
sefialan que los docentes noveles suelen pasar por alto potenciales
conflictos en cuanto al contenido matematico que pueden presentar
algunos libros de texto, empleandolos en la planificacién de proce-
sos de instruccidn sin realizar cambios o bien realizando cambios
que alteran su sentido (Ball y Feiman-Nemser, 1988; Grossman y
Thompson, 2008; Nicol y Crespo, 2006; Yang y Liu, 2019). Autores
como Lloyd y Behm (2005) 0 Schwarz et al. (2008), apuntan a que
cuando los docentes realizan un analisis de los libros de texto en
base a sus propios criterios, suelen hacerlo de manera intuitiva y
holistica y no de forma analitica o critica Asi, se suele reconocer en
este campo de investigacion la necesidad e importancia de incorporar
herramientas de anilisis en el disefio de actividades formativas, que
permitan guiar a los docentes en la identificacion de fortalezas y
debilidades de los materiales curriculares y realizaciéon de cambios
oportunos (Beyer y Davis, 2012; Braga y Belver, 2016; Lloyd y Behm,
2005; Schwarz et al., 2008; Shawer, 2017).

Tomando en cuenta dicha recomendacidn, para lograr los obje-
tivos oE2 y oE3, en Castillo, Burgos y Godino (2020) se describe la
elaboracion de una guia de analisis de libros de textos de matematicas
(carT-Matematicas) fundamentada en la Teoria de la Idoneidad
Didactica (Breda et al., 2017; Godino, 2013; Godino et al., 2012)
cuyos indicadores en cada una de las facetas han sido reanalizados
y enriquecidos con la revision de antecedentes sobre el analisis de
libros de texto. La carT-Matematicas incorpora los aspectos mas
relevantes como criterios especificos para valorar la idoneidad
didactica global de una leccién de un libro de texto previamente

elegida para implementar el proceso de ensefianza y aprendizaje
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de un contenido matematico especifico. La guia se presenta como
una herramienta que facilita al profesor la toma de decisiones sobre
como usar una leccion de libro de texto en el aula para optimizar
el proceso instruccional, constituyendo un instrumento que, al ser
aplicada y discutida por los formadores de profesores, los propios
profesores e investigadores, admite su progresiva mejora.

En relacion al oe3, como sugieren Breda et al. (2017) los cri-
terios e indicadores de idoneidad deben enriquecerse y adaptarse
de acuerdo al contenido matematico especifico que se pretende
ensefiar. Por ello era necesario identificar en las investigaciones
didacticas sobre ensefianza y aprendizaje de la proporcionalidad
en educacion primaria y secundaria, resultados que se pudieran
interpretar como indicadores de idoneidad didactica de los procesos
de instruccion sobre dicho contenido matematico. Asi la elaboracién
y optimizacién de la Guia de Analisis de Lecciones de libro de Texto
en el tema de proporcionalidad (carr-Proporcionalidad), se basa en
la incorporacion de conocimientos didactico-matematicos resulta-
dos de diversos estudios que tratan este contenido en las distintas
facetas: epistémica (Aroza et al., 2016; Fernandez, 2001; Fernindez
y Linares, 2012; Lamon, 2007; Lin, 2018; Shield y Dole 2013), cog-
nitiva (Misalidou y Williams, 2003; Van Dooren et al., 2009, entre
otras), afectiva (Beltran-Pellicer y Godino, 2019; Burgos y Godino,
2018; Martinez, 2015; entre otras), iustruccional (Fernandez, 2001;
Monchén, 2o012; Obando et al., 2014; entre otras), ecoldgica (MECD,
2014a; MECD, 2014b; Wilhelmi, 2017; entre otras).

Para abordar el objetivo o4, se ha aplicado la garr-Proporcio-
nalidad al analisis de dos lecciones de libros de texto, las cuales se
descomponen en unidades de anilisis (configuraciones did4cticas)

para suvaloracion en cada faceta. Las lecciones seleccionadas fueron:
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Leccidon de proporcionalidad para 12 ESO de Arias y Maza
(2015), descompuesta en cuatro unidades de analisis: la pri-
mera corresponde a la razén y porcentaje, la segunda unidad,
refiere a la proporcionalidad directa; la unidad tres concierne
a la proporcionalidad inversa y la tltima unidad de analisis

trata de porcentajes.

Leccién de libro de texto de proporcionalidad de 6° curso de
educacién primaria (Gonzélez et al., 2015), dividida en 3 con-
figuraciones didacticas: magnitudes proporcionales, reduccion

a la unidad y regla de tres; escalas y mapas.

El consenso del analisis realizado por las autoras de este tra-
bajo y por el profesor Juan Diaz Godino ha constituido el marco
de referencia (andlisis a priori) para la posterior evaluacién de los
informes de los participantes de las experiencias formativas que
se han llevado a cabo en cada caso. Este analisis nos ha permitido
concretar debilidades y potenciales conflictos presentes en ambas
lecciones, dentro de las que resaltamos principalmente que:

Enlaleccién de Arias y Maza (2015) se observa en relacién a la
faceta epistémica que no se hace explicita la relacién multiplicativa
due caracteriza a las situaciones proporcionales, no se establecen las
proposiciones suficientes y necesarias para distinguir una situaciéon
proporcional, ni se establecen conexiones de la proporcionalidad
con las fracciones y niumeros racionales. Ademas, respecto a las
dimensiones cognitiva y afectiva, no se promueven diversas estra-
tegias correctas para la resolucion de problemas ni se promueve la
participacion en actividades, tratando actitudes como la perseve-
rancia, responsabilidad, etc. Respecto al aspecto instruccional la
presentacion de los porcentajes es rutinaria y desconectada de las

secciones previas. Tampoco se introduce la regla de tres después
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de ganar experiencia en métodos mas intuitivos, desoyendo las
recomendaciones de diversas investigaciones (Fernindez, 2001;

Fernindez y Linares, 2012).

En cuanto a Gonziélez et al. (2015), destaca la poca represen-
tatividad de situaciones-problema, la ausencia o inexactitud
de argumentos y el descuido de los procesos de comunicacidn,
modelizacién y generalizacion (en el aspecto epistémico). Tam-
bién el hecho de que no se tienen en cuenta los conocimientos
previos requeridos y no se fomenta el uso de diversas estrategias
correctas en la resolucién de las tareas de proporcionalidad (en
lo cognitivo). Y en cuanto a la presentacién que hace el autor del

texto es incompleta, poco clara o confusa (en lo instruccional).

En ambas lecciones se prioriza el enfoque aritmético de la
proporcionalidad, no se inicia el estudio del tema con una aproxi-
macion informal-cualitativa previo a su formalizacién, de manera
que no existe una progresién del conocimiento de la estructura
aditiva hacia un conocimiento de estructura multiplicativa. Esto
puede desencadenar en el uso indiscriminado de la regla de tres
y generar un razonamiento proporcional inadecuado (Fernandez,
2001; Fernandez y Linares, 2012).

Dichas lecciones fueron empleadas en los ciclos de intervencién
formativa que se han desarrollado como parte del abordaje de los
objetivos oE5 y oEG. En dichas intervenciones formativas se busca
promover la competencia de analisis de idoneidad diddctica em-
pleando como recurso una leccién de proporcionalidad de un libro
de texto y como herramienta metodoldgica la garr-Proporcionalidad.

Se han implementado dos ciclos de experimentacion en Espana,
uno con 3o futuros profesores de secundaria, estudiantes de un

MaAster Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria
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Obligatoria y Bachillerato (1ce), y otro con 59 futuros maestros
de primaria, estudiantes de tercer curso del Grado de Educacién
Primaria (1ice). Las figuras 1y 2 muestran las consignas de las ta-

reas que tuvieron que resolver los participantes de ambos estudios.

| 1. En cada una de las unidades de analisis en que se ha descompuesto el texto sobre proporcionalidad
| (Arias y Maza, 2015) y para cada una de las facetas:
a) Identificar los componentes y subcomponentes segun corresponda, tomando como base el orden en
que se presentan en la GALT-Proporcionalidad.
| b) ¢(En qué grado se cumple cada indicador de idoneidad didactica en la unidad de analisis? En la
| columna valoracion asignar 0, 1, 2 para expresar el grado de cumplimiento de cada indicador segan el
| siguiente criterio: 0 si no se cumple el indicador; 1 si se cumple parcialmente; 2 si se cumple
1 totalmente. Tenga en cuenta si existe algin tipo de discordancia entre el significado planificado por
los autores y el significado de referencia sobre el mismo (conflictos).
! c) Elaborar un juicio razonado sobre la idoneidad didactica de la leccion en cada una de las facetas.
Tenga en cuenta la informacion obtenida anteriormente y los criterios de idoneidad didactica (GALT-
| Proporcionalidad).
2. {Coémo crees que se debe gestionar el uso del texto para incrementar la idoneidad del proceso de
estudio? Describir los cambios que habria que introducir en el proceso de estudio para resolver los
. conflictos epistémicos, cognitivos e instruccionales que previamente se han identificado.

Figura 1. Consignas de trabajo practico en ICE

En Anexo I encontrdis parte de una leccién de libro de texto de proporcionalidad de 6° curso de |
educacion primaria dividida en 4 configuraciones didacticas (unidades de analisis). |
1°. Para cada una de las configuraciones didacticas, se trata de identificar las practicas, objetos
(conceptos, procedimientos, argumentos, proposiciones, lenguajes) y procesos que intervienen, asi |
como los posibles conflictos de tipo epistémico (con el contenido matematico) o cognitivo (con el |
aprendizaje). 1
2°. En Anexo II encontrais las tablas (Tablas 1 y 2) con los componentes, subcomponentes e |
indicadores de idoneidad en la faceta epistémica (el contenido) y cognitiva (el aprendizaje). Para cada
una de las configuraciones didacticas debéis completar la columna final de observaciones en la faceta I
epistémica y cognitiva, teniendo en cuenta las especificaciones de los indicadores. Es decir, las tablas |
1y 2 se completan 3 veces, anotando las observaciones que consideréis oportunas en cada |
configuracion. |
3°. En Anexo III se incluyen las tablas (Tablas 3, 4 y 5) con los componentes e indicadores de
idoneidad en la faceta afectiva, instruccional (la ensefianza) y ecologica (adaptacion de la leccion a las 1
directrices curriculares, como aparecen reflejados los contenidos y los estandares de aprendizaje). |
Completad la columna final de observaciones en las tres tablas (afectiva, instruccional y ecologica), 1
teniendo en cuenta las especificaciones de los indicadores correspondientes. Las tablas 3, 4 y 5 solo |
se completan de manera global para toda la leccion, no para cada unidad como en el caso anterior.

4°. Teniendo en cuenta lo que habéis observado elaborad un juicio razonado sobre la idoneidad I
didéactica de la leccion en cada una de las facetas: epistémica, cognitiva, afectiva, instruccional y |
ecologica. 1
5°. (Coémo creéis que se debe gestionar el uso del texto para incrementar la idoneidad del proceso de 1
estudio? ;Qué cambios introduciriais en el proceso de ensefianza y aprendizaje para resolver los
conflictos que habéis identificado y mejorar el proceso de estudio planteado en la leccion del libro de I
texto? 1

Figura 2. Consignas de trabajo practico en IICE
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Respecto al 1cE, la experiencia se ha realizado en el marco de
un Master Universitario en Profesorado de Educacién Secunda-
ria Obligatoria y Bachillerato (especialidad de Matematicas), en
diciembre del 2019, en el curso de posgrado Aprendizaje y Ense-
fnanza de las Matematicas en Educacion Secundaria, en el que se
contempla el libro de texto como recurso en el aula de matematicas
y su relacion con los organizadores curriculares. La intervencion
formativa tuvo una duracién de 2 horas y media de duracion de
trabajo presencial en el aula. Los participantes tuvieron ademas dos
semanas para elaborar los informes escritos. Durante este tiempo,
podian preguntar sus dudas por medio de la plataforma Moodle.
La mayor parte de las cuestiones que planteaban los estudiantes
del Master tenian que ver con falta de conocimiento did4ctico-ma-
tematico sobre proporcionalidad. De manera previa a esta sesién,
los participantes habian recibido formacién (dos sesiones de dos
horas y media de duracién) sobre significados y distintos tipos de
objetos matematicos. Se dispone de los informes sobre el analisis
de la leccidon Arias y Maza (2015) producidos por 14 equipos de
estudiantes (formados por 2 o 3 estudiantes).

En el 11ce participaron estudiantes de tercer curso del Grado
de Educacion Primaria, en el marco de la asignatura de Disefio y
Desarrollo del Curriculum de Matematicas de Educacién Primaria
durante el curso lectivo 2019-2020. La intervencion se desarroll6 en
cuatro sesiones: dos de formacidn tedricay dos de trabajo practico
colaborativo (de dos horas de duracién cada una). La primera sesion
formativa se dedicé al papel de los libros de texto en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas. Se introdujeron las nociones de
configuracion didacticay de practicas, objetos y procesos, y su uso
para el analisis de la actividad matematica en una leccion de libro
de texto. En la siguiente clase de formacion tedrica, se introdujo la

nocion de idoneidad didactica, sus facetas, componentes e indica-
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dores. En la primera sesion practica los estudiantes trabajaron en
equipos (siguiendo la metodologia habitual de las clases practicas
de esta asignatura) para realizar el andlisis de la leccidén de libro de
texto. La segunda sesion practica se desarrollé de manera virtual,
dirigida por la profesora habitual del curso, debido a la suspension
de la actividad docente por el covip-19.

Dado que los conocimientos matematicos de los futuros maes-
tros suelen ser inferiores a los de los futuros profesores, consi-
deramos oportuno incluir en este ciclo de experimentacion y de
manera previa a la aplicacién de la garr-Proporcionalidad para
valorar la idoneidad didactica de la leccion, una consigna sobre el
analisis didactico de la leccién (ver figura 2), en tanto este primer
acercamiento les posibilite realizar mejores analisis. Se dispone del
informe de trabajo colaborativo elaborado por 14 equipos sobre el
analisis de la leccién Gonzalez et al. (2015).

En la confrontacion con el analisis a priori consensuado por el
equipo investigador, se detecta que la mayoria de las valoraciones
realizadas por los participantes son adecuadas al valorar la ido-
neidad cognitiva-afectiva e instruccional-ecoldgica de la leccion.
Sin embargo, las deficiencias epistémicas de la leccion no fueron
claramente identificadas por los futuros profesores revelando asi
limitado su conocimiento diddctico-matematico sobre proporcio-
nalidad y falta de evaluacion critica del libro de texto.

Especificamente los futuros profesores de secundaria (1ck)
suelen omitir debilidades de contenido matematico que presentan
la leccidn, haciendo referencia a escasos conflictos epistémicos y
que no logran precisar adecuadamente. El no haber encontrado
en los informes de los estudiantes, argumentos que justifiquen sus
valoraciones, nos limité detectar de manera mas precisa las causas
de discordancias con las valoraciones del equipo investigador. Los

resultados obtenidos coinciden con investigaciones previas que
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reflejan que los docentes suelen hacer analisis mas descriptivos y
menos analiticos incluso con el apoyo de una guia (Lloyd y Behm,
2005; Nicol y Crespo, 2006; Schwarz et al., 2008; Yang y Liu, 2019).
No obstante, algunos participantes especifican informacion respecto
al tipo de situacidn, tipos de representaciones, enfoques, que no se
abordan en la leccidn, también describen deficiencias o limitacio-
nes de la lecciéon de modo pertinente y fueron capaces de planear
aspectos relevantes en la gestion de uso del libro.

En la intervencién con futuros maestros de primaria (1ICE),
los participantes realizan un analisis incompleto de las practicas,
objetos y procesos matematicos. Fundamentalmente, no identifican
proposiciones o argumentos en la leccion, lo que les limita para
especificar tipos de conflictos epistémicos y cognitivos presentes
en la leccion. También aqui los participantes de la experiencia
han demostrado tener dificultad en cuanto a la justificacion de las
valoraciones de algunos de los indicadores, de hecho, no suelen
incluir en sus observaciones argumentos o son poco especificos lo

due dificulta la interpretacion de sus evaluaciones.

6. REFLEXIONES FINALES

El interés de este trabajo reside en elaborar y dotar a los futuros
profesores de una herramienta para analizar sistematicamente una
leccidén concereta de libro de texto, en este caso de proporcionali-
dad, y valorar su idoneidad didactica por medio de la aplicacién
de indicadores resultado de un consenso en la comunidad de in-
vestigacion en educacién matematica. Se trata de permitir que los
futuros profesores puedan reflexionar y adquirir los conocimientos
y competencias necesarias, tanto en el analisis de lecciones de libros
de texto, como en la gestion critica de éstas. La valoracion de la
pertinencia de una leccidon de un libro de texto, no debe contemplar

s6lo los aspectos que refieren al contenido matematico, sino que se
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debe evaluar las demas facetas (cognitiva, afectiva, instruccional,
ecoldgica) involucradas en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

No se descarta que las dificultades que presentan algunos partici-
pantes al analizar la leccion propuesta, se deban a un conocimiento
didactico-matematico deficiente en relacion con la proporciona-
lidad, que impida a los futuros maestros interpretar o distinguir
aspectos realmente conflictivos (Fernandez, Llinares y Valls, 2012;
Izsak y Jacobson, 2017). Asi se hace necesario profundizar en los
conocimientos que requieren los futuros docentes para analizar la
idoneidad didactica de recursos educativos, como pueden ser los
libros de texto, en un proceso de ensefianza y aprendizaje de un
contenido concreto. También puede deberse a la falta de compren-
sion de algunos de los criterios para el analisis de los materiales.
Este hecho se refleja no sdlo en la evaluacién y comparacién con
el analisis a priori de las valoraciones otorgadas, sino también
porque algunos futuros profesores de secundaria lo manifiestan
explicitamente indicando que algunos de los indicadores pueden
ser confusos o ambiguos, sefialando la falta de familiaridad con la
terminologia propia de la educacion matematica. Estos resultados
coinciden con investigaciones como las de (Beyer y Davis, 2012;
Braga y Belver, 2016; Schwarz et al., 2008) donde los docentes tu-
vieron dificultades en el analisis al interpretar criterios y muchos
catalogaron el trabajo como demasiado detallado o largo.

En este sentido, una posible limitacién del estudio, es el hecho
de que los docentes no han tenido la oportunidad de familiarizarse
lo suficiente con las facetas, componentes y criterios de la teoria
de Idoneidad Did4ctica y la garr-Proporcionalidad. Creemos que
al ser el primer acercamiento al uso de esta herramienta es normal
due surjan dificultades como las sefialadas.

El contar con mas tiempo puede mejorar los analisis realiza-

dos por los docentes al conseguir familiarizarse con la Idoneidad
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Didactica y disponer de mayores oportunidades de aplicacion del
instrumento. Consideramos que la optimizacion de la garr-Ma-
tematicas, contemplando los resultados obtenidos en esta inter-
vencidn puede tener implicaciones positivas y mejores efectos en
futuras intervenciones. Ademas, seria fundamental contar con
espacios para compartir con los participantes los resultados aqui
obtenidos como oportunidades de aprendizaje y la relevancia de
ahondar en conocimientos didactico-matematicos relacionados

con la proporcionalidad.
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RESUMEN

El presente trabajo pretende analizar la perspectiva entorno a la
divisién que promueve el curriculo chileno y justificar la impor-
tancia de realizar un analisis sobre los temas de este concepto en
ensefianza basica. Debido a la relevancia que adquiere este mate-
rial para el profesorado al momento de realizar sus clases, en esta
ocasion centraremos nuestro trabajo en 5° basico. Para realizar este
analisis nos hemos apoyado de dos marcos tedricos, por un lado,
tenemos los problemas de estructura multiplicativa (isomorfismo
de medidas) propuestos por Vergnaud (1997) y verificar cuales son
los significados pretendidos y holistico de referencia propuestos
en el Enfoque Ontosemidtico. En esta ocasion, daremos cuenta del

analisis presentado por el Enfoque Ontosemidtico.
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Palabras clave: curriculo chileno, division, isomorfismo de medidas,

enfoque ontosemiotico

Abstract

The current work to analysge the perspective around the division promoted
by the Chilean curriculum and justify the importance of carrying out
an analysis on the topics of this concept in basic education. Due to the
relevance that this material acquires for teachers at the time of carry-
ing out their classes. This time we will focus our work on 5th grade. To
carry out this analysis we have relied on two theoretical frameworks,
on the one hand, we have the multiplicative structure problems (mea-
surement isomorphism) proposed by Vergnaud (1997) and verify what
are the intended and holistic meanings of references proposed in the
Ontosemiotic Approach. On this occasion, we will give an account of
the analysis presented by the Ontosemiotic Approach.

Keywords: ciilean curriculum, division, measurement isomorphism,

ontosemiotic approach.
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1. ANTECEDENTES

1.1. INTRODUCCION
En la primera parte hacemos referencia a la revision histérico-do-
cumental de la nocién de division, para ello hicimos un recorrido
desde la época de los babildnicos, egipcios hasta la actualidad,
posteriormente analizamos algunos estudios relacionados con las

dificultades en el aprendizaje y la ensefianza de la division.

1.2. EsTupIO HISTORICO - DOCUMENTAL DE
LA NOCION DE DIVISION
La historia nos revela a través de Ribnikov (1974), que los problemas
matematicos nacen a raiz de la necesidad que tenia el hombre de
expresar cantidades, contar, calcular, también aparecen los conceptos
matematicos, entre otros. Estos problemas matematicos se cree que
vienen desde antes de Cristo. Si bien no sabe con exactitud donde
nacen los ntimeros, Bell (1985) anade que datos histéricos revelan
due tienen su origen en las culturas de Egipto y Mesopotamia en
actividades relacionadas con la astronomia y la agricultura, siendo
estas civilizaciones las que sentaron las bases para el trabajo de

otros matematicos.

1.3. DESDE LA EPOCA MAS REMOTA A LA ACTUALIDAD

En relacion a los conocimientos matematicos que poseian los
egipcios, Ribnikov (19724) menciona que se encuentran princi-
palmente en papiros, entre ellos est4 el papiro de Rhind, en él
se obsrvan distintos problemas en los que emplearon diferentes
operaciones aritméticas, entre ellos se encontraban calculos de
divisiones proporcionales. Los egipcios desarrollaron innume-
rables cdlculos con niimeros enteros y fracciones, siendo carac-
teristico del sistema egipcio que los procedimientos utilizados
se reduzecan a sumas, y la duplicacién de las cantidades para
el desarrollo de problemas relacionados con la multiplicacién
v la division. En el procedimiento se aplicaba primero la du-

— 87—
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plicacién de los datos numéricos y, posteriormente, division
sucesiva por la mitad, siendo esta operacién la mas compleja.

En lo que respecta de los babilonios, era més facil para ellos
realizar calculos de multiplicacién que de division, consideran-
do esta tltima muy compleja por lo que se conoce muy poco
sobre esta operacidn.

En el caso de los griegos Bell (1985), nos da a conocer due se
ocupaban del estudio de las propiedades de los nimeros, siendo
Euclides el que demostrd los teoremas fundamentales sobre la
divisibilidad aritmética el que mas tarde es deducido por Gauss,
dicho método senala que de un niumero entero positivo se puede
descomponer en producto de dos niimeros primos menores que él,
correspondiente al teorema fundamental de la aritmética, a pesar
de que Euclides no fue el que descubrid los teoremas, fue el primero
que los dio a conocer a través de demostraciones en los Elementos,
siendo la aritmética fundamental ya que brinda las bases para las
dema4s ciencias. En tanto Boyer (1976), nos sefiala que el libro vir
de Los elementos de Euclides, comienza con dos proposiciones que
constituyen la regla de la teoria de nameros, la que actualmente
se conoce como el “algoritmo de Euclides”, esta regla se aplicaba
para el calculo del maximo comun divisor de dos niumeros dados,
la que consiste en un esquema que sugiere una aplicacién inversa
y repetida del axioma de Eudoxo, la cual menciona que dado dos
nameros distintos se resta el menor a del mayor & repetidamente
a este resto r1 mas pequefio que el menor, a continuacion se resta
repetidamente a este resto r: de a hasta obtener un resto rz< ri; luego
se resta repetidamente r2 de r1 y asi sucesivamente. Al final este
proceso conducird a un resto r, que medira a r, — 1, posteriormente
a todos los restos anteriores, asi como a a y a ; este niumero r, serd

el maximo comun divisor de a y de b.
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En los pueblos orientales y semiticos, la cultura de la Antigua
China se introdujeron las fracciones simples y las operaciones
aritméticas, en la divisidn de fracciones se busca un denominador
comtn, los problemas que se desarrollaban estaban relacionados
con situaciones concretas los que se resolvian utilizando mayor-
mente la regla de tres y las divisiones proporcionales, en el caso
de las actividades donde era necesario realizar una divisiéon eran
reemplazadas por proporciones simples. En lo que respecta a la
matematica utilizada por la India tenia mucha similitud con la que
usaban los chinos, en la cual predominaron los procedimientos de
calculo — algoritmico, la resolucion de problemas consiste en realizar
sucesivamente las operaciones en orden inverso (Ribnikov, 1972).
En lo que respecta a los hindtes, Boyer (1985), se refiere a que las
operaciones aritméticas, suma y multiplicacion eran muy similares
a las nuestras, en tanto en el caso de la division era considerada
una operacidn larga conociéndose dos formas de resolver, uno de
los métodos utilizados era muy parecido al que utilizamos en la
actualidad y la otra forma de resolver era ir eliminando las restas
e ir escribiendo las diferencias.

En relacion a los musulmanes desarrollaron el algebra y la
aritmética tomado de la cultura india con el objetivo de preparar-
se para el renacimiento europeo, siendo estos quienes llevaron a
Europa estas ciencias, otro de los aportes esta relacionados con la
trigonometria, aunque esta drea se conoce como una parte sepa-
rada de las matematicas. Las culturas que hicieron sus mayores
contribuciones al calculo de la division fueron los chinos profundi-
zando mayormente en la bisqueda del algoritmo de las fracciones
y proporciones simples y compuestas por medio de la utilizacion
de la regla de tres.

Segin lo que nos sefiala D ” Amore (2005), los algoritmos que se

ensefian en la actualidad son los derivados de los arabes con pro-
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cedencia desde la India los que llegaron a Europa en los siglos xirr,
X1V y XV, los problemas que se desarrollaban estaban relacionados
con la vida cotidiana y en ocasiones era compleja su resolucion por
lo que tenian que recurrir a material concreto.

En cuanto al algoritmo de la divisidn Maza (1991), nos sefiala que
el hombre alo largo de la Historia ha construido distintas maneras de
como resolver problemas relacionados con multiplicacion y division,
siendo las distintas culturas antiguas las que se han dedicado a la
bisqueda de algoritmos que resuelvan las diferentes problematicas.

Durante los siglos xvir y xviir Descartes relaciona el algebra
literal con las curvas geométricas, estableciendo el isomorfismo
entre los niumeros reales y el campo de los segmentos de recta, sin
embargo, se presenta dificultad con la multiplicacién y la division de
segmentos, introduciendo el segmento de unidad y la construccion
del cuarto segmento proporcional. Ademas, el calculo aritmético
fue enriquecido con la utilizacién de logaritmos y las tablas
correspondientes, en el desarrollo del calculo se reveld el concepto
de nliimero negativo y la situaciéon de desigualdad de las fracciones
decimales comparativas con las ordinarias (Ribnikov, 1974).

Si bien en los siglos x1x y xx no se presentan grandes avances
en la aritmética o basqueda de algoritmos de las operaciones, se
consideraron elementos de estas para los avances en las otras ramas

relacionadas con las matematicas y las ciencias en general.

1.4. DIFICULTADES EN LA ENSENANZA DE LA DIVISION
En este apartado nos referimos a las dificultades que se presentan en
relacion a los procesos de enserianga de la division,la cual es abordada
en educacién primaria. Debido a las dificultades que se presentan
en los diferentes Aambitos es que se han realizado varias investiga-
ciones que van desde cdmo se introduce el algoritmo de la division

al desarrollo de esta, ademas pueden estar relacionadas con los
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procesos de ensefianzay el tipo de material que se les proporciona
a los profesores para introducir la nocion de la misma. (Flores y
Pifieiro, 2016).

En relacion a las dificultades que presentan los estudiantes
estas pueden estar relacionadas con los procesos de ensefianza y
aprendizaje de los algoritmos aritméticos, los que han sido motivo
de discusion en cuanto al proceso de como se enfoca el conceptoy
cudles son los procedimientos due se utilizan para llevar a cabo la
ensefianza de los algoritmos. En cuanto a la basqueda del algoritmo
en la resolucién de problemas de estructura aditivas y multiplicativas,
se plantearon situaciones en las due los estudiantes debian aplicar
una multiplicacién o division de reparto y agrupamiento, utilizando
el conteo de elementos, las actividades a realizar eran cercanas a
los nifios con acciones vividas anteriormente, ademas el material
utilizado era el que ellos elegian. (De Castro y Escorial, 2007). Si
bien los estudiantes muchas veces eligen el material con el cual se
trabaja la divisidn, Saiz (1994), buscaba visualizar cudles pueden
ser las dificultades que presentan los nifios al resolver problemas
de division en los niveles de 5° y 6° grado en un establecimiento
educacional de Argentina, el objetivo era aportar a los maestros
estrategias que le permitieran solucionar las dificultades presenta-
das por los estudiantes en la resolucion de problemas relacionados
con la division. Los resultados evidenciaron due los estudiantes al
enfrentarse a este tipo de problemas no sabian cual de las operacio-
nes realizar, una multiplicacion o divisidn, ademas las explicaciones
de los profesores eran poco claras las que dificultaban atn mas la
situacidn, otro de los errores que presentaban no sabian interpretar

correctamente las divisiones con resto.
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1.5. ESTUDIOS CON ESTUDIANTES SOBRE
LOS PROBLEMAS DE DIVISION

Entre las investigaciones que se han realizado en relacién a los
problemas de divisidn, se encuentra un estudio que se realiz6 con
estudiantes de 3° grado de una escuela pablica de Pert, en ella se
buscaba que los estudiantes construyeran el concepto de division,
se les presentaron actividades de reparto, contenido del cual los
estudiantes no poseian conocimientos por ser una operacion que
se trabaja en 4° grado, pero si tenian conocimiento de la adicion,
sustraccidon y multiplicacion, para ello se realizaron sesiones en
las que se abordd desde la nocién de divisidn y divisibilidad con
nameros naturales, incluyendo actividades individuales y grupales.
Los resultados muestran que el concepto de reparto equitativo es
intuitivo para los estudiantes lo que resulté muy natural realizarlo,
pues es una actividad que realizan a diario, de esta manera se lo-
gra que comprendan el concepto y no se genere un aprendizaje de
memoria lo que serfa una dificultad en un futuro (Ordofez, 2019).

Con el fin de buscar el porqué de los bajos resultados en las
pruebas estandarizadas de los estudiantes mexicanos en especial
en la prueba p1sa, se realiza un estudio el que pretende encontrar lo
que sucede cuando los estudiantes de sexto de primaria y tercero de
secundaria, se enfrentan a problemas de estructuras multiplicativas,
problemas de isomorfismo de medidas del tipo divisidn-reparto. Se
cree que algunas dificultades estan relacionadas con el tipo de len-
guaje, la notacién y dominio de conceptos involucrados. Se aplicd
un cuestionario a estudiantes de cinco escuelas piiblicas del estado
de Veracruz, de los cuales a la mitad de los alumnos se les permitio
el uso de la calculadora y otra mitad sin uso de ella; sin embargo los
resultados obtenidos en primaria fueron en su mayoria incorrectos,
en tanto en secundaria los resultados fueron mejores en relacién

a los de primaria, ademds se compararon los resultados obtenidos
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por las escuelas rurales y urbanas siendo estos similares en ambos
casos no demostrando mejoras significativas de los unos con los
otros, a pesar que se esperaba tuvieran diferencias significativas
(Bustamante y Vaca, 2014).

Aravena y Morales (2019), realizan un estudio con alumnos
de 2° basico de una escuela particular subvencionada de una co-
muna de Santiago, cuyo objetivo era develar, en los argumentos de
los estudiantes de g afnos, elementos que permiten caracterizar el
proceso de construccion del algoritmo de la division en el sistema
de los niumeros naturales, esta experiencia se desarrolla debido
a comentarios realizados por docentes de matematicas en el que
explicitaban lo dificil que les resultaba ensenar este contenido y lo
complejo que es para los alumnos la comprensién del mismo, en
ella destacan que su principal foco de atencién fue visualizar como
los estudiantes resolvian problemas de division donde tenian que
aplicar el reparto, antes de comenzar con la basqueda del algoritmo
se realizaron actividades previas de descomposicién de niumeros
apoyados con material concreto (bloques multibase), posteriormente
se les propusieron diversos problemas en los que los estudiantes
debian resolver de reparto e interpretacion del resto, al realizar este
tipo de actividades los alumnos no tuvieron dificultades, aunque
cuando se les presenté un problema de agrupamiento no la reco-
nocen como una divisidn. La investigacion concluye que para los
alumnos es necesario construir o utilizar alguna estrategia que les
permita encontrar una respuesta a la tarea solicitada, sin embargo,
esta pierde sustento cuando se dan cuenta que necesitan de otra
operacion para resolver correctamente el algoritmo presentando
dificultades en las tablas de multiplicar, lo que no provoca un pro-
blema al realizar el calculo, ya que son capaces de recurrir a otras

estrategias para obtener un resultado.
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2. CONTEXTO DE LA PROBLEMATICA

Para abordar este trabajo nos apoyamos en La Teoria de los Campos
Conceptuales de Vergnaud (1997), especificamente los problemas
de Isomorfismo de medida de division-medida y division-partitiva,
ademas complementaremos con los significados pretendidos y
significados holistico de referencia propuestos en el Enfoque On-
to-semidtico (£o0s) del conocimiento y la instruccién matemética.

En lo que respecta a la Teoria de los Campos Conceptuales de
Vergnaud (1997), nos permitird centrar nuestra investigacién en
las actividades cognitivas que son desarrolladas por los estudiantes
y las cudles estan presentes en los libros de texto y programas de
estudio. Por ser una Teoria Neo piagetana, afirma que los campos
conceptuales son un conjunto de problemas y situaciones, la cual
requiere de conceptos y procedimientos y representaciones dife-
rentes pero relacionadas entre si. Vergnaud distingue tres grandes
relaciones multiplicativas (relaciones que comparten una multipli-
cacion o una divisién): isomorfismo de medida, un solo espacio de
medida y producto de medida.

En relacién al Enfoque Onto-semiético, Godino, Batanero y Font
(2007), realizan un recorrido por lo que ha sido la construccién
de este enfoque y cémo esta herramienta ha sido fundamental en
el analisis de la investigacion en didactica de la matematica, la que
ha permitido visualizarla desde distintas aristas.

Fonty Godino (2006), sefialan que una de las dificultades es como
disefiar programas relacionados con la formacion de profesores, la
falta del conocimiento didactico el que se refleja principalmente en
el uso de los libros de textos, ya que estos instrumentos constituyen
un elemento fundamental en el desarrollo de las actividades en el
aula se ha considerado una “ontologia” mas amplia la cual consta
de 6 elementos, 1) lenguaje, 2) situaciones — problema, 3) conceptos,

4) procedimientos, técnicas, 5) proposiciones, teoremas, propiedades,
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entre otros y 6) argumentacion, ya que la que consideran algunos
paises en sus curriculo, era considerada muy simple para realizar
el analisis de los objetos matematicos presentes en los textos, por
estar formada por solo dos elementos, los conceptos y procedimien-
tos, los que al enlazarse forman las configuraciones epistémicas.
El constructo de la configuracién epistémica se puede utilizar en
el andlisis matematico de cualdquier tipo de libro de texto y época;

siendo utiles en el analisis global como en una unidad didactica.

2.1. PROBLEMA DE INVESTIGACION
Luego de revisar la literatura observamos que existen distintos
obstaculos para la implementacién de actividades relacionadas
con los problemas de estructuras multiplicativas, las que pueden
ser epistemoldgicas, ontoldgicas y/o didacticas. Si consideramos
estos obstaculos que existen en el aprendizaje de las estructuras
multiplicativas (divisidon — medida y division — partitiva), podemos
ver que los estudiantes presentan dificultades en la compresién de
la division, ya que segun la literatura nos ha sefialado que desde
la antigiiedad la division fue, ha sido y es considerada una de las
operaciones mas compleja, ya que como menciona la historia desde
la antigua Grecia, la cultura China, la egipcia, entre otras, los ma-
tematicos pasaban mucho tiempo queriendo descifrar y resolver
problemas donde estaba presente la division. Las dificultades han
estado siempre presentes en el desarrollo de esta operacion lo que
dqueda demostrado que hasta hoy en dia los estudiantes presentan
mayores dificultades en el desarrollo de este algoritmo, siendo la
mas compleja de todas, en el caso de los profesores también pre-
sentan dificultades en la ensefianza de esta operacion, es por esta
razdn que nos interesamos en analizar como se desarrolla en los

programas y libros de textos chilenos.
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En relacion al problema planteado nos han surgido muchas
interrogantes relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de la
division, tal como la siguiente:

¢;Cuales son los significados de la nocién de divisién que con-

sidera el curriculo chileno?

2.2. OBJETIVO
Para responder la pregunta antes expuesta, nos propusimos el
siguiente objetivo: Identificar los significados pretendidos por el

curriculo chileno a la nocidén de divisidn.

2.3. METODOLOGIA
Este trabajo se trata de un estudio cualitativo (Hernédndez, Fernan-
dez y Baptista, 2014), ya que las preguntas e hipétesis se pueden
encontrar presentes en todo momento del trabajo, es decir, antes,
durante y después de recoger los datos, las cuales a medida que
se avanza con el trabajo se pueden ir clasificando de acuerdo a la
importancia y perfeccionando para posteriormente responderlas.

Pues estamos interesadas en evaluar los significados pretendidos
y holisticos de referencia propuestos en el Enfoque Onto-semiédtico
presentes en los libros de texto y programas de estudio.

Para realizar este trabajo hemos hecho una revisién de los
programas de estudio y libros de texto de matematica propuestos
por el Ministerio de Educacion de Chile desde 1° a 6° basico, en
relacion a la nocidn de divisidn, sin embargo, para este documento
informaremos de los resultados del libro de texto de 5° basico (Ho

Kheong, Kee Soon y Ramakrishnan, 2017).
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3. ANALISIS DE LA NOCION DE DIVISION
EN 5° BASICO, SEGUN EL EOS
Como hemos mencionado anteriormente solo nos enfocaremos en
el curso de 5° basico, cuyas edades fluctian entre los 10 y 11 afios.
En este nivel analizaremos el curriculo (libro de texto y programa
de estudio), de tal manera de evidenciar cémo enfoca la nocién de
division.

Por otra parte, durante la revision del libro de texto de 5° basico
hemos podido visualizar que las actividades estan centradas prin-
cipalmente en la bsqueda del algoritmo por sobre la resolucion de

problemas, lo que se puede evidenciar en la siguiente tabla:

Tabla 1. Actividades presentadas en los libros de texto en relacion a

la division en 5° bdsico.

ALGORITMO DE LA | INTERPRETACION
AGRUPAR | REPARTIR
RESTA DIVISION DEL RESTO
ELEMEN- | EQUITATI-
REPETIDA EJERCI- | PRO- EJERCI- | PROBLE-
TOS VAMENTE
cIo BLEMA | CIO MA
3 0 0 69 13 3 8

3.1. ANALISIS EPISTEMICO DEL PROGRAMA
DE ESTUDIO DE 5° BASICO
El programa de estudio de 5° basico esta dividido en cuatro unidades
y cinco ejes tematicos cada uno de ellos relacionados con las uni-
dades, en el caso de la division se encuentra presente en la unidad
n°1 en el eje de nimeros, la cual esta compuesta por ocho objetivos
de aprendizajes, la nociéon de divisidn se encuentra presente en los
OA_2, OA_}, OA_5 y 0A_6. Ademas, cabe sefialar que cada uno de

los objetivos de aprendizaje estan relacionados con sus respectivos
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indicadores de evaluacién los que estan en concordancia con las

actividades presentes en los libros de texto (Ejemplo: Figura 1).
oA_2: Aplicar estrategias de calculo mental para la multiplicacion:

Anexar ceros cuando se multiplica por un multiplo de 1o.

Doblar y dividir por 2 en forma repetida.

oA_%: Demostrar que comprende la divisiéon con dividendos de

tres digitos y divisores de un digito:

Interpretando el resto.

Resolviendo problemas rutinarios y no rutinarios que impliquen

divisiones.

oA_5: Realizar calculos que involueren las cuatro operaciones
con expresiones numéricas, aplicando las reglas relativas a parén-
tesis y la prevalencia de la multiplicacion y divisién por sobre la
adicién y sustraccién cuando corresponda.

Resuelve sumas y/o restas de multiplicaciones y/o divisiones.

oAa_6: Resolver problemas rutinarios y no rutinarios que invo-

lucren las 4 operaciones y combinaciones de ella:

Que incluyan situaciones con dinero.
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OA 4

Demostrar que comprende la » Modelan [a division como el proceso de reparto equitativo,
division con dividendos de tres usando blogues de base diez, y registran los resultados de
digitos y divisores de un digito: manera simbdlica.

» interpretando el resto » Explican el resto de una divisidn en términos del contexto.

» resolviendo problemas ru- » Ignoran el resto de divisiones en el contexto de situaciones.
tinarios y no rutinarios que Por ejemplo: determinan que 5 equipos de 4 personas cada
impliquen divisiones uno se pueden formar con 22 personas.

» Redondean cocientes.

» Expresan restos como fracciones.

» Expresan restos como decimales.

> Resuelven un problema no rutinario de divisidn en contexto,
usando el algoritmo y registrando el proceso.

Figura 1. Ejemplo de objetivo de aprendizaje e indicadores
de evaluacién, Unidad 1

Fuente: Minedue, (2013, p. 55)

Como primer elemento de las configuraciones epistémicas
estan relacionadas con las situaciones/problemas presentes en los
programas de estudio, se espera que los estudiantes al desarrollar
las actividades sean capaces de argumentar y comunicar, ademas
de representar de manera grafica la informaciéon de tal manera
due puedan comprender mas facil los problemas. Las actividades
a desarrollar que se presentan son contextualizadas y se pretende
due se conecten con otras asignaturas de tal manera que los estu-
diantes logren relacionar la informacion de forma transversal. En
cuanto a los elementos/lingiiisticos presentes, se espera que expre-
sen informacién de manera verbal y simbdlica utilizando algunos

conceptos claves, tales como: producto, cociente, resto, entre otros.
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3.2. CONFIGURACION EPISTEMICA PARA LOS LIBROS DE TEXTO
En relacidn al libro de texto sugerido por el Ministerio de Educa-
cion de Chile para Quinto basico, presenta la division en la unidad
1 denominada, Vitmeros naturales, operaciones y patrones, la cual esta
dividida en cuatro lecciones, con respecto a la division se encuentra
en la leccion dos de la multiplicacion y division y en la leccion tres

de estrategias de cdlculo y problemas.

CONFIGURACION EPISTEMICA

Para iniciar el analisis de la configuracion epistémica presente en
el libro de texto, tomaremos el primer elemento que se refiere a las
situaciones/problemas, en relacién a ello hemos encontrado cuatro
elementos: 1) completa la resolucion de un problemay lo comprueba,
2) problemas contextualizados de divisidn interpretando el resto,
3) ejercicios de division mediante reagrupacion de centenas, dece-
nas y unidades, 4) la multiplicacién como método de comprobar
el resultado de la divisidn. En relacién a los elementos lingiiisticos
hemos encontrado situaciones/problemas de tipo verbal, grafico de
tipo tabular, pictérico en menor medida, ademas de simbdlicos. De la
misma forma las representaciones se expresan con material conereto,
pictérico y simbdlico. En cuanto a los conceptos/definiciones hemos
encontrado conceptos previos y emergentes; previos: mitad, mitad
de naumeros pares, propiedad distributiva de la multiplicacién con
respecto a la suma, estimar cocientes, divisidn, entre otros. De igual
manera en los conceptos emergentes: dividir reagrupando centenas,
decenas y unidades, resolver problemas interpretando el resto de
una divisidn (siendo este en el Gnico libro de basica que presenta
este tipo de problemas). Ademéis de propiedades relacionadas con
reglas relativas a paréntesis y la prevalencia de la multiplicacion

y division por sobre la adicién y sustraccién cuando corresponda.
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En quinto basico relaciona la multiplicacion con la division
para encontrar el producto, por ejemplo: “El producto de 12 = 5 es
equivalente a 6 = 10", es decir, “Puedes doblar y dividir por 2 en forma

sucesiva”, tal como se muestra en la figura 2.

ERRRERRRRRRR
Objetvo: Calcular productos multiplicando y dividiendo por 2. m

P> Valentina y Benjamin realizarén una presentacién acerca

del cuidado del medioambiente. Para ello, ordenaron las mm

slllas de la audiencla. jCudntas sillas ordenaron?

Para calcular el producto, puedes utilzar la estrategla de doblar y dividir por 2.
iR
Dvide poc 2
()2 mitad del ndmera)

6.0

6 Bproducso de -5
—— ‘—_‘1 s equivalente al de
2 ‘ 610
5 t1o
|

Respuesta: Ordenaron 60 sillas.

o Cudles el producto de 36- 157

E

Puedes doblary
dmidirper 2en
forma sucesha

Devide por 2 Multiplica por 2

Dmde por2 i Multiphca per 2
(lamitad &l cimero) (& doble del ndmen

{la mitad del némase) el doble del ndmero)

E
E'—E

El

[3615

~o
8
1]
£
=
—

Figura 2. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Kheong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, p. 58)
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En relacién al segundo tipo de problemas el estudiante ademas
de resolver un problema cercano a nuestra realidad debe interpretar

dué sucede con el resto, tal como se muestra en la figura 3.

b. Una agencia de turismo espera a 135 turistas para la proxima semana. Cada uno de los vehiculos
de la agencia puede llevar a 7 pasajeros. ;Cuantos vehiculos se necesitaran para transportar a
todos los turistas?

Figura 3. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Kheong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, p. 73)

En el tercer tipo de situaciones/problemas hemos encontrado
actividades en las cuales para obtener la solucion se solicita que
aplique la descomposicidn en centenas, decenas y unidades, tal

como se muestra en la figura 4.

Decenas Unidades | por itma, divide las unidades en 3

\\\\\\\ f— _i
\\\\\\\ o mnmnmﬂ‘s/a:\:m.mw

Ouidends Dvtar

Respuesta: Aan plantaré 175 semillas en cada cajén.

Puedes u alreal
3-100=300 3.200=600

Unidades ) 525 es mis cecano 3 600 que a 300 Entonces, 525 :3 se aproxima a 600: 3.

600:3=200 8 coclente estimado es 200 y es cercano a resultado.

Figura 4. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Kheong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, pp. 67-69)

Tipos de representaciones activadas en el planteamiento y soluciéon

de las tareas

— 102 —
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La tabla 2 resume el tipo de planteamientos de las tareas que se
espera dque desarrollen los estudiantes en relacién a los distintos
problemas que se encuentran presentes en los libros de texto.

Tabla 2. Representaciones previas y emergentes de los problemas

de 5° bdsico (Fuente: Elaboracién propia)

Representacion para la nocion de division
Division
Emergentes
Previos ~
8 ]
= 2 NS =
o Q = =
> O O] n
Verbal
Concreta
Grafica
=
B
.2 Simbdlica
2
=)

En cuanto al tipo de problemas podemos observar que encon-
tramos cuatro clases de problemas, en el primer caso tenemos una
sttuacion/problema en due se expresa de manera verbal y se espera
due se responda de manera verbal. Por ejemplo:
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@ Resuelve los siguientes problemas.

@ a. Mariana, Benjamin, Carolina y Daniel estimaron el cociente de 468 : 5. Estas son sus respuestas:

[ Nombre | Respuesta
Mariana 2500
Benjamin 450
Carolina 90
Daniel 9

Explicale a un companero o companera cual de las respuestas es mas cercana al cociente real.

Figura 5. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Kheong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, p.73)

El segundo tipo tiene relacion con verbal simbélica, la situacion/
problema se expresa de manera verbal, pero se pide al estudiante

que represente la soluciéon de manera simbdlica, por ejemplo:

G Analiza y responde. Luego, justifica con ejemplos.
a. Siunnumero es dividido por 2, jcudles son los posibles restos?

b. Siun ndmero es dividido por 3, jcuales son los posibles restos?

Figura 6. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Kheong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, p. 72)

En cuanto a la tercera clase de situaciones/problemas hemos
encontrado cuando la actividad es presentada de manera graficay
se espera que la solucidon se exprese de manera simbdlica, tal como

lo muestra la figura 7.
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o Completa, paso a paso, la del
Mazilde vendi6 su cosecha de 735 zanahorias a tres restaurantes. Si todos los restaurantes reciben la
misma cantidad de zanahorlas, joudntas le corresponde a cada uno?

La carxidad de zanahorias que redbird cada restaurante la puedes calcular comox 735 : 3.

( Centenas | Decenas [ Unidades \

735:3=17 |

Primero, divide las centenas en 3.
735:3=2

\\\ — -

7 centenas divididas en 3 son

-
centenas con resto centena.

J

Figura 7. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Kheong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, pp. 69)

En la cuarta clasificacién hemos visualizado las situaciones/
problemas en las que la actividad se expresa de manera simbdlica
y se espera que la solucién también se represente de manera sim-

bélica. Por ejemplo:

o Estima cada cociente.

a. 569:5 c. 322:6
b. 417:2 d. 126:4

Figura 8. Ejemplo de problema
Fuente: Ho Khong, Gan Kee y Ramakrishnan (2017, pp. 69-70)

3.3. DISCUSION Y PROPUESTA
En cuanto a los significados holisticos de referencia presentes en la

dupla curricular (programa de estudio y libro de texto) en 5° basico
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hemos visualizado que la mayoria de las actividades presentes estan
relacionadas con la basqueda del algoritmo de la divisidn, transi-
tando de lo verbal a lo simbdlico, dejando de lado la transicién de
lo verbal a lo grafico y de lo concreto a lo grafico, y de lo grafico a
lo simbdlico lo que en un futuro puede ocasionar dificultades en
la comprensién de problemas cuando se requiera del cambio de
registro. Ademas de generar problemas en los procesos de ense-
nanza y aprendizaje de los estudiantes, pues los libros de texto son
considerados una herramienta fundamental para el profesorado al
momento de realizar sus clases.

En cuanto a los tipos de problemas identificados en el libro de
texto hemos encontrado mayormente la basqueda del algoritmo
de la divisidn por sobre la resolucién de problemas, situacién que
también genera dificultades en los estudiantes, ya que al priorizar
este tipo de actividades generando un aprendizaje memoristico y
poco contextualizado.

Otra de las limitaciones que nos encontramos durante la inves-
tigacion es que luego de revisar la literatura relacionada con las
dificultades en relacidn a los problemas de isomorfismo de medida
(division-partitiva y division-medida) encontramos que la mayoria
de los estudiantes tienen dificultades en la interpretacion del resto
en la divisién. A pesar de dque es en el anico libro del Ministerio
de Educacion (de 3° a 6°) que hace referencia a problemas de este
tipo, son muy pocos los encontrados. Seria interesante realizar un
andlisis de los libros de texto utilizados por los establecimientos
privados para realizar una comparaciéon con los resultados obte-
nidos en este estudio.

Por otra parte, consideramos poder extender este analisis a los
cuadernos de ejercicios que entrega el Ministerio de Educacion

como complemento de los libros de texto.
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Resumen

El objetivo de este estudio es identificar las ideas asociadas al
Razonamiento Algebraico Elemental promovidas en el libro de
texto de sexto afio bésico (11-12 afios) en el contexto chileno, para
lo cual se toma como referente la propuesta tedrico-metodoldgica
de los Niveles de Algebrizacién del Enfoque Ontosemidtico. Se
realiza un anilisis de contenido del libro de texto de sexto afio
basico, con el que se caracteriza el tipo de tareas propuestas, se
identifican los objetos matematicos primarios intervinientes en las
practicas matematicas de dichas tareas, y se establecen los niveles
de algebrizacion pretendidos por estas practicas. Los resultados
evidencian la existencia de problemas de naturaleza aritmética

dque promueven niveles incipientes de algebrizacion, ademas de



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

revelar un desequilibrio entre las practicas matematicas de estos
problemas y las asociadas a niveles consolidados de algebrizacion.
Palabras clave: andlisis de libros de texto, niveles de algebriyacion,

ragonamiento algebraico elemental.

Abstract

The aim of this study is to identify the ideas related to Elementary
Algebraic Reasoning which are promoted by the sixth grade of primary
education (11-12 years-old) textbook in the Chilean context, for which
the theoretical-methodological proposal Levels of Algebraigation’ is
taken as a reference. A content analysis of the textbook of sixth grade
of primary is carried out, in which the type of tasks proposed is charac-
terized, the primary mathematical objects involved in the mathematical
practices of these tasks are identified, and the levels of algebraigation
intended by these practices are established. The results make evident the
extstence of arithmetic nature problems that promote incipient levels
of algebraigation, in addition to revealing an imbalance between the
mathematical practices of these problems and those related to consoli-
dated levels of algebraigation.

Keywords: textbooks analyses, levels of algebraization, elementary
algebraic thinking.
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1. ANTECEDENTES

Dentro del campo de la Didactica de la Matematica, una problema-
tica que ha sido objeto de estudio desde la década de los ochenta,
y en torno a la cual se ha generado un gran nimero de investiga-
ciones, es la relacionada con la introduccion de ideas algebraicas
en el curriculo de Educacién Primaria (estudiantes de 6-12 afios).
Esta idea surgié como una medida que buscaba subsanar lo due,
a finales del siglo xx, un gran namero de estudios revelaron: las
dificultades involucradas cuando los estudiantes de los primeros
niveles de educacion secundaria (12-15 afios) debian pasar de una
forma aritmética a una forma algebraica de razonamiento (véase,
Linchevski, 1995; Rojano y Sutherland, 2001; Wagner y Kieran, 1989).

Es pertinente sefialar que, actualmente, existen dos corrientes
due buscan suavizar la transicién entre la aritmética y el algebra,
a saber, el Early Algebra —o algebra temprana— y la Pre dlgebra.
Mientras que la Pre dlgebra propone introducir el algebra como
una aritmética generalizada, principalmente, en los tltimos dos
cursos de la Educacién Basica (o Educaciéon Primaria) (Zapatera,
2017), el Early algebra tiene consecuencias epistémicas y diddcticas
desde los primeros cursos de la Educacién Basica. Godino, Castro,
Aké y Wilhelmi (2012), sefialan que “epistémicamente, la inclusion
del algebra en la escuela elemental supone un cambio del foco de
atencion desde los aspectos simbdlicos y procedimentales hacia
aspectos estructurales del razonamiento algebraico” (p. 487).

Por su parte, Molina (2009) refiere que el 4lgebra temprana va
acompanada de una amplia visién del algebra, la cual considera,
entre otros aspectos, el estudio de las relaciones funcionales, gene-
ralizacién de patrones, o el desarrollo y manipulacién de simbolos.
Asimismo, y en concordancia con otros autores (Drijvers y Hen-
drikus, 2003; Warren, 2003), considera a la aritmética como una

via de acceso al estudio del algebra. Con base en este altimo punto,
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diversos investigadores sugieren aprovechar la relacién que existe
entre estas areas para construir una base que permita el acceso de
los estudiantes a conceptos algebraicos cada vez mas avanzados
(véase, Cai y Knuth, 2011; Carraher y Schliemann, 2007; Kieran,
Pang, Schiefter y Ng, 2016). Sin embargo, en algunos paises (como
en Chile) atn no se ha vislumbrado un vinculo explicito en los
curriculos de matematicas del nivel de educacion basica entre el
estudio de ideas aritméticas y algebraicas, situacion que si sucede
en el nivel de educacién media (secundaria).

A nivel internacional, un gran ntmero de investigaciones basadas
en el analisis, tanto de libros de texto, como de planes y programas de
estudios, o del curriculo para la educacion basica, han evidenciado
cudles son las nociones clave del algebra temprana en los prime-
ros niveles de educacion, y de qué forma son introducidas (Aké y
Godino, 2018; Castro, Martinez-Escobar y Pino-Fan, 2017; Fong,
2004; Lew, 2004; Mejias, 2019; NcTM, 2000; Watanabe, 2008). Por
ejemplo, Cai (2004) reporta que la idea de ecuacién y su resolucién
comienza desde el primer grado de primaria en los libros de texto,
ello a partir de la concepcidn de la resta como un procedimiento
inverso a la suma. Por otra parte, en los grados cuarto, quinto y
sexto (estudiantes de 11-13 afios), la se introduce como un lugar
para ubicar niimeros desconocidos en el contexto de resolucion de
ecuaciones. En este sentido, para el curriculo chino, “el propésito
dominante del aprendizaje del algebra es ayudar a los estudiantes
a representar mejor y a entender las relaciones cuantitativas” (Cai,
2004, p. 127).

Atendiendo a estos antecedentes, resulta importante cues-
tionarse: ;qué ideas asociadas al desarrollo del Razonamiento
Algebraico Elemental son promovidas en el libro de texto para
sexto afno basico? Para ello, en primer lugar, se caracteriza el tipo

de tareas propuestas en este libro de texto; luego, se identifican
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los objetos matemdticos primarios puestos en juego en las prdcticas
matemdticas de referencia asociados a las tareas caracterizadas;y,
finalmente, se establecen los niveles de algebrizacién pretendidos

por estas prdcticas matemdticas.

2. NIVELES DE ALGEBRIZACION ONTO-SEMIOTICOS
Este trabajo se sustenta sobre la propuesta de Niveles de Alge-
brizacién (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014; Godino et al,
2015), herramienta tedrico-metodoldgica propuesta por el Enfoque
Onto-Semidtico (E0s), que permite caracterizar el ragonamiento al-
gebraico en términos de las representaciones usadasy los procesos
de generalizacién implicados, asi como el calculo analitico que se
pone en juego durante la prdctica matemdtica asociada a un tipo
de tareas algebraicas. En particular, se concibe al razonamiento
algebraico —para educacién basica— como el “sistema de practicas
operativas y discursivas puestas en juego en la resolucion de tareas
abordables en la educacién primaria en las cuales intervienen
objetos y procesos algebraicos (simbolizacion, relacién, variables,
incdgnitas, ecuaciones, patrones, generalizacion, modelacién, ete.)”
(Castro, Godino y Rivas, 2011, p. 75), denominado también como
Razonamiento Algebraico Elemental (raE). En términos del Eos,
se define como prdctica matemdtica “a toda actuacién o expresion
(verbal, grafica, ete.) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o
generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y Batanero, 1994,
p.182). En este marco se distinguen seis tipos de objetos matemdticos
primarios: situaciones-problema, lenguajes, conceptos-definicion,
proposiciones, procedimientos y argumentos.

Godino y colaboradores (Godino et al., 2014; Godino et al.,
2015) operativizan la definicién de rae dada en el seno del Eos, por

medio de siete niveles progresivos de razonamiento algebraico: los
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primeros cuatro niveles (N0, N1, N2 y N3) se asocian a la educacion
basica, mientras que los tres restantes se asocian a la educacion

secundaria y bachillerato (N4, N5y N6). Es preciso subrayar que,

si bien los niveles proponen una gradacion de las caracte-
risticas algebraicas que pueden surgir en la solucion de las
tareas mateméticas escolares, se ha encontrado que es posible
valorar una tarea como de un nivel u otro, en funcién del tipo
de solucion que se proponga, con lo cual la posible actividad
matematica, de caracter algebraico, que un estudiante puede
desarrollar, se predice en un rango aproximado. (Castro et
al,, 2017, p. 186)

Para el desarrollo de este estudio se consideran los primeros cuatro
niveles de la propuesta (NO-N3). A continuacidn, se describen los

niveles de interés y sus caracteristicas (Godino et al., 201,

Nivel o (ausencia de ragonamiento algebraico): Intervienen ob-
jetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes
natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos
due refieren a un valor desconocido, pero dicho valor se obtiene
como resultado de operaciones sobre objetos particulares. En
tareas estructurales no se reconocen propiedades; en tareas de
generalizacion el mero reconocimiento de la regla recursiva que
relaciona un término con el siguiente, en casos particulares, no

es indicativa de generalizacion.

Nivel 1 (nivel incipiente de algebrizacion): Intervienen objetos
intensivos (generales) cuya generalidad se reconoce de manera
explicita mediante lenguajes natural, numérico, iconico o ges-
tual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los intensivos

reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. Se identifican



Cap.5

propiedades, equivalencias numéricas y relaciones a partir
de tareas estructurales, mientras que en tareas funcionales
se reconoce la generalidad, aunque expresada en un lenguaje

diferente al simbdlico-literal.

Nivel 2 (nivel intermedio de algebrizacion): Intervienen cantidades
indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbdlico
o simbolico-literal para referir a los intensivos reconocidos,
aundue ligados a la informacién del contexto espacial tem-
poral. En tareas estructurales las ecuaciones son de la forma
MX + K = K. En tareas funcionales se reconoce la generalidad,

aundue expresada en un lenguaje diferente al simbdlico-literal.

Nivel 3 (nivel consolidado de algebrizacion): Son generados objetos
intensivos representados de manera simbdlica-literal, y se opera
con ellos; se elaboran transformaciones en la forma simbélica
de las expresiones, conservando la equivalencia. Se realizan
tratamientos con las incognitas para resolver ecuaciones del tipo
KX + X = KX + K, y la formulacién simbdlica y descontextualizada

de reglas candnicas de expresion de funciones y patrones.

3. METODOLOGIA

El presente trabajo, de corte cualitativo (Cohen, Manion y Morrison,

2018), se basa en el analisis del contenido (Gil, 1994), especifica-

mente de las prdcticas matemdticas propuestas en libros de texto,

para caracterizar el RAE en términos de objetos matematicos y

niveles de algebrizacion.

3.1. CONTEXTO DEL ESTUDIO

En las Bases Curriculares para la Educacion Basica (de primero

a sexto afo), propuestas por el Ministerio de Educacién de Chile
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(MiNEDUC), se establecen los Objetivos de Aprendizaje, que dan
cuenta de los conocimientos, las habilidades y las actitudes que
los estudiantes (de 6 a 12 anos) deben lograr para satisfacer los
objetivos generales de este nivel educativo (MINEDUC, 2018). En
este documento curricular se consideran 12 asignaturas de caracter
obligatorio para todos los establecimientos del pais, entre las que

se encuentra la asignatura Matematica, cuyo propésito es

Enriquecer la comprension de la realidad, facilitar la seleccion
de estrategias para resolver problemasy contribuir al desarrollo
del pensamiento eritico y auténomo en todos los estudiantes,
sean cuales sean sus opciones de vida y de estudios al final de
la experiencia escolar. (MINEDUC, 2018, p. 214)

La organizacién curricular de esta asignatura se estructura a
través de: a) Habilidades, b) Ejes y ¢) Actitudes. Con respecto a las
Habilidades, particularmente se establece que cada una de éstas
(resolver problemas, representar, modelar, argumentar y comunicar)
tiene un rol importante en la adquisicién de nuevas destrezas y
conceptos, asi como en la aplicacién de conocimientos para resolver
las tareas matemadticas y de otros ambitos. Los conceptos matema-
ticos se presentan en cinco ejes tematicos: Nimeros y operaciones,
Patrones y algebra, Geometria, Medicion, y Datos y probabilidades.

Por otra parte, cada afio el MINEDUC pone a disposicion de
la comunidad educativa una serie de recursos, como actividades
complementarias, libros de actividades (cuadernillos de ejercicios),
textos oficiales (guia did4ctica del docente y texto del estudiante),
imagenes, documentos interactivos, presentaciones de videos, entre
otros, para cada uno de los niveles de la educacién basica. Ademas,
este organismo distribuye de manera gratuita libros de texto a estu-
diantes de instituciones de dependencia puablica y mixta a lo largo del

pais. Estos libros de texto tienen por objetivo exhibir los contenidos
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y requerimientos para cada uno de los niveles, en consonancia con
lo planteado en las Bases Curriculares, y su elaboracion se adjudica
por concurso publico, por lo que existe mas de una editorial a cargo
del disefio de los textos. Por motivos de espacio, en este trabajo sélo
se reportan los resultados obtenidos del analisis del libro de texto

para sexto afio basico (estudiantes de 11-12 afios).

3.1.1. MATEMATICA PARA SEXTO BASICO
El texto de estudio de Matemdtica para sexto afio basico (Maldo-
nado y Castro, 2016), distribuye los contenidos matematicos en
cuatro unidades tematicas: 1) Nimeros y operaciones, 2) Patrones
y algebra, 3) Geometria y medicién, y 4). Datos y probabilidades.
Cada unidad consta de las siguientes secciones: /nicio de unidad,
FEvaluacion inicial, Inicio de tema, Paginas de contenido, Evaluacion
de proceso, Evaluacion final y Pdginas complementarias. Por ejemplo,
en las Pdginas de contenido se presenta una situaciéon exploratoria
relacionada con el hilo conductor de la unidad (Exploro); asimismo,
se presentan diferentes actividades para practicar lo estudiado
(Practico), y contenidos mateméaticos con variados ejemplos desa-

rrollados paso a paso (Aprendo).

3.2. ANALISIS DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS
El anilisis del libro de texto se desarrolla a través del analisis de
contenido (Gil, 1994) y los Niveles de Algebrizacién (Godino et al.,
201}), especificamente de las pricticas matemditicas propuestas
en el libro de texto de sexto basico. Desde el punto de vista de Gil
(1994), las tareas que integran el proceso del analisis de informa-
cién cualitativa son: 1) reduccién de informacién (separacién de la
informacién mediante temas, conceptos, tipologias o proposiciones),
2) disposicién de la informacién (identificacion y clasificacién de

las unidades a través de la agrupacion, categorizacion y codifica-
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ci6n) y 3) obtencion y verificacién de conclusiones (refinamiento

de categorias), las cuales se detallan a continuacién:

Reduccion de la informacion: La informacion dque se analiza se
obtiene del texto de Matematica sexto basico. En particular, se
analizan las practicas matematicas propuestas en las unidades
1y 2, ya que los conceptos matematicos promovidos en estas
unidades se relacionan con nociones caracteristicas del algebra
temprana (incognita, patrones, aritmética, simbolizacidn, ete.)
y se consideran como promotores del razonamiento algebraico
en algan nivel de algebrizacién. La informacién de interés se
organizd en Bancos de tareas (tablas de doble entrada, elaboradas

por los investigadores).

Disposicion de la informacion: Una vez seleccionada la infor-
macion de interés, y organizada en el Banco de tareas, las
situaciones-problema fueron resueltas una a una utilizando
como referente las practicas matematicas que se proponen en
las secciones de Aprendo (generalmente a través de ejemplos).
Una vez resultas las tareas, apoyados con la propuesta de
Niveles de algebrizacion se identifican los objetos algebraicos
(incdgnita, ecuacion, patrones, simbolizacidn, ete.), se genera
una tipologia de problemas y finalmente se establece el nivel
de algebrizacion. Es preciso sefalar, que el nivel de algebriza-
cidn no se establece al problema per se, sino que a la prdctica

matemdtica que resuelve el problema.

Refinamiento de categorias: Una vez obtenida la informacion
sobre el tipo de problemas, los objetos algebraicos y los niveles
de algebrizacion, se cuantificaron cuantos problemas de cada

tipo se identificaron, asi como que niveles de algebrizacién se
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asociaban a las pricticas matematicas por tipo de problema.
Ademas, se observo que era necesario generar un refinamiento
de las categorias. Para elaborar este refinamiento se conside-
raron los objetivos de las tareas, por ejemplo, hacer uso de
propiedades en conjuntos de nimeros (primos, compuestos,
fracciones, etc.), operar cantidades numéricas (suma, resta,
divisiéon o multiplicacién de nameros naturales o racionales
positivos) o representar y resolver problemas (con nimeros

decimales, fracciones, razones o porcentajes, etc.), entre otros.

4. RESULTADOS

El analisis realizado ha evidenciado la existencia de nociones
asociadas al desarrollo del rRAE, como ecuacion de primer grado,
término general, expresion algebraica y propiedades de los niimeros
(naturales y racionales positivos). Entre los procesos identificados se
encuentran los de generalizacion, particularizacion, argumentacion,
algoritmizacidn, y significacion. Ademas, los resultados evidencian
due las practicas propuestas para este grado escolar, en particular,
movilizan los tres niveles de algebrizacion (niveles proto-algebraicos
y nivel consolidado de algebrizacién), asi como el nivel asociado al
trabajo aritmético (nivel o). Se han caracterizado 28 tipos de tareas

asociadas a practicas matematicas promotoras del RAE.

4.1. NIVEL 0 DE ALGEBRIZACION: OBJETOS Y PROCESOS
MATEMATICOS IDENTIFICADOS
Las practicas vinculadas a este nivel de algebrizacion generalmente
se ponen en juego al resolver situaciones-problema de naturaleza
aritmética, por ejemplo, tareas en las que se pide encontrar maltiplos,
factores y divisores de niimeros naturales o sumas, restas, divisiones
o multiplicaciones de fracciones, niimeros mixtos, porcentajes o

razones. Las cantidades desconocidas no son tratadas de manera



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

analitica ya que el signo igual representa un operador, por ejemplo,
en la sentencia numérica 2 1/2+1/5=K el signo igual implica
la adicién de nameros mixtos y fracciones para obtener el lado
derecho (2 1/2+1/5=27/10). ( En general, las definiciones, los
procedimientos y proposiciones se plantean a través de los lenguajes
materno, icénico y numérico. Los argumentos son generados (en
su mayoria) por lo estudiantes, por lo que se requiere un proceso
de argumentacion el cual se apoya en evidencia visual, numérica
o grafica para justificar, principalmente, los resultados obtenidos.
Predominan los procedimientos de tipo numérico: resolver con
operaciones combinadas, determinar multiplos, divisores o facto-
res de niumeros naturales, determinar el minimo comtan maltiplo,
determinar la suma o la resta de fracciones y nimeros mixtos, entre
otros. Se identifican procesos de significacién para el signo igual, en
particular se observa que este es considerado como un operador; es
decir, el valor de la cantidad desconocida se obtiene de operar un
lado la expresion numérica planteada. Ademas, otro proceso que
se ha identificado en este tipo de practicas es el de algoritmizacion.
Este es un proceso recurrente en la solucién de este tipo de tareas,
las practicas matematicas de referencia senialan que, por ejemplo,
para obtener los divisores de un ntimero es necesario dividir de
manera exacta, para ello recurren al uso del algoritmo de la division.
En general, el proceso de algoritmizacion consta en la aplicacion
o el uso de una secuencia de pasos o instrucciones —en este libro
de texto presentadas en las secciones de Aprendo-, las cuales rea-

lizadas en orden conducen a obtener la solucién de un problema.

4.2. PRACTICAS EN NIVELES PROTO-ALGEBRAICOS
Las situaciones-problema que ponen en juego practicas en niveles
proto-algebraicos se vinculan a las nociones algebraicas patrén,

expresiones algebraicas e incégnita. En particular, las practicas
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matematicas de naturaleza aritmética del nivel 1 de algebrizacion,
concretamente movilizan nociones como propiedad conmutati-
va, asociativa y distributiva, asi como aquéllas que se vinculan a
conjuntos de nimeros (por ejemplo, propiedades de los niimeros
primos). Entre los procesos identificados en este tipo de practicas
se encuentran el de argumentacion, generalizacion, representacion,
significacion.

En particular, el proceso de generalizacion se lleva a cabo en
ambos niveles proto-algebraicos, para ejemplificar considere la tarea
tipo Identificar la regla (patron) de formacion y completar la sucesion.
Se ha identificado que los conceptos-definiciones vinculados a este
tipo de tarea son: patrén, patrén numérico, secuencia, secuencia
numérica, regularidad, tabla, posicién y término. Estos conceptos
se presentan a través de lenguaje materno, iconico y numérico,
apoyados por elementos como tablas para disponer la informacién
y datos numéricos. Los procedimientos versan en la obtencion de
regularidades, basados en tablas, para generar el patr6n que permite
obtener otros términos de la secuencia. Mayormente, los procedi-
mientos son de tipo numérico y los patrones pueden ser de adicion,
sustraceion, multiplicacion o divisién. Los procedimientos de tipo
iconico se basan en “completar” secuencias figurales, para ello es
necesario determinar el patrén de formacién y después dibujar los
términos solicitados. Los argumentos se identifican como proce-
sos que debe generar el estudiante, los cuales versan en justificar
las respuestas obtenidas o el uso de estrategias para obtener los
resultados. Al analizar las practicas de nivel 1 y 2, se observd que
la configuracion epistémica de objetos mateméticos primarios es
similar; sin embargo, la diferencia radica en el proceso de genera-
lizacion. Para las practicas de nivel 1, los patrones se obtienen a
través de representaciones concretas y la generalizacion se lleva

a cabo con elementos cercanos de la secuencia, por ejemplo, para
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la siguiente secuencia numeérica se solicita identificar un patrén y
escribir los siguientes tres términos que contintian en la secuencia
a) 24,33,42,51,60,... (Maldonado y Castro, 2016, p. 93); el patrén
es: sumar 9 (+9), y los siguientes tres términos son . Podemos
observar que, a partir de recuentos explicitos, en este caso basado
en el cdlculo numérico “es posible determinar el valor de patrones
especificos en funcién del lugar que ocupan en la serie, sin recurrir,
nuevamente, al recuento efectivo ni a la representacion del patrén
completo (generalizacién cercana)” (Gaita y Wilhelmi, 2019). Ahora,
en el caso de las practicas de nivel 2, los patrones (anidlogamente
al nivel 1) se obtienen a través de representaciones concretas. En
particular, en este nivel de generalizacion, si bien no se manipulala
escritura formal (no se establece el término general), si se establecen
relaciones entre los términos y las posiciones de la secuencia, y el
término general se expresa en lenguaje materno, numérico o figural.
La figura muestra un ejemplo de una tarea donde se debe calcular

la base del tridangulo en la posicidn 41, a partir de los datos dados.

5. Los valores correspondientes a la medida de la base de ciertos tridngulos isésceles siguen una secuencia,
cuyo patrén de formacion es sumar 3. Sila base del tridngulo 1 mide 4 cm, jcudl es la medida de la base
del tridngulo 417

Figura 1. Ejemplo de tarea tipo Identificar la regla (patrin)
de formacion y completar la sucesion

Fuente: Maldonado y Castro (2016, p. 98)

Posicién del término 1 2 3 4 s 6
Valor del término 4 7 10 13 16 19
Relacis 4=4+0 | 7=4+3 |10=4+3+3|13=4+3+3+3 | 16=4+3+3+3+3|19=4+3+3+3+3+3
clon 4=4+3-0[7=4+3-1]| 10=4+3-2 | 13=4+3-3 16=4+3-4 19=4+3-5

Figura 2. Tabla que relaciona la posicion y términos de la tarea presentada en la
Figura 1

Fuente: Elaboracion propia
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La Figura 2 muestra una tabla donde se relacionan el término
y la posicidn (segiin la practica matematica de referencia para este
tipo de tareas) y en la cual se observa como generar un elemento
de la secuencia, en lenguaje materno esto se traduce como el valor
del término se obtiene de sumar 4 al producto de los nameros 3 y
la posicidn del término menos 1. Entonces la base del triangulo en

la posicidn 41 se obtendria de la siguiente manera 4 + 3 x 40 = 12},

4.3. NIVEL CONSOLIDADO DE ALGEBRIZACION: OBJETOS Y
PROCESOS MATEMATICOS IDENTIFICADOS
Las tareas matematicas ponen en juego practicas matematicas
vinculadas a las nociones de expresion algebraica y patrones. Los
lenguajes son de tipo materno, numéricoy simbdlico-literal (lenguaje
algebraico), ademais se observa el uso de representaciones iconicas
para representar y operar —algunas— expresiones algebraicas. Los
conceptos-definiciones como término general (expresién general,
regla general) y expresion algebraica son introducidos mediante
lenguaje materno y se ejemplifican algunos casos como procedi-
mientos de como operar con ellos, o en el caso del término general
como generarlo. En cuanto a los procedimientos, se observa la
manipulacién de la escritura formal para obtener expresiones mas
simples (por ejemplo, a+a+a+8 donde a se debe “agrupar” luego ).
Ademas, se describe como generar el término general, en este caso
se hace uso de representaciones tabulares para relacionar los tér-
minos con su posicion (ver figura 2) y después expresar mediante
lenguaje algebraico (al que también se le denomina lenguaje ma-
tematico) la regla para generar cualquier término de la secuencia.
Por ejemplo, en el caso de la Figura 1 1a regla estaria dada (segan la
practica matematica de referencia) por %+3(n-1). Andlogamente a
los otros niveles, el argumento se idéntica como proceso el cual debe

realizar el estudiante, es pertinente subrayar que la argumentacién
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es una de las cuatro habilidades que se pretenden desarrollar en
los estudiantes de educacion basica, por lo que este tipo de objetos
matematicos son generados por los estudiantes con el objetivo de
tratar de convencer a los demas estudiantes de la validez de los
resultados que se obtienen a la hora de resolver las tareas propues-
tas (Ministerio de Educacién de Chile [MinEDUC], 2018). Es claro
que la actividad matematica se desarrolla en un nivel consolidado
de algebrizacion, y los procesos como en el de generalizacién se
observa la construccion de objetos intensivos (términos generales)
due representan la generalidad, en casos particulares como el tér-
mino de una sucesidn y que permite la construccién de cualquier
elemento de esta.

En sintesis, en el libro de texto se ha identificado el desarrollo
progresivo del RAE a través de tareas de naturaleza aritmética como
algebraica. Los procesos de generalizacidon van desde el trabajo
con casos particulares (objetos extensivos) hasta la introduccién
de términos generales que representan (para este nivel educativo)
objetos intensivos. Como se expresa al inicio de esta seccion, se han
caracterizado 28 tipos de tareas asociadas a practicas matematicas
promotoras del rAE, 11 de las cuales se vinculan al eje de Patrones
y algebra y versan sobre tres nociones: incégnita (en ecuaciones de
la forma Ax:B=C, + Ax = C con B, C KN ), patrones, expresiones
algebraicas. Las 17 tareas restantes se asocian con el eje de Namero
y operaciones, las nociones identificadas son: multiplos, factores y
divisores de niimeros naturales y sumas, restas, divisiones o multi-

plicaciones de fracciones, nimeros mixtos, porcentajes o razones.

5. REFLEXIONES FINALES
Retomando la pregunta de este estudio, sobre qué ideas asociadas al
desarrollo del razonamiento algebraico son promovidas en el libro

de texto para sexto ano basico, se han identificado conceptos como
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igualdad, relaciones funcionales, generalizacion de patrones, el de-
sarrollo y manipulacion del lenguaje simbdlico-literal, propiedades
estructurales de los nimeros reales (asociatividad, conmutatividad,
entre otras) y reglas generales de las operaciones, nociones asociadas
al desarrollo del razonamiento algebraico (Carraher y Schliemann,
2007; Kieran et al., 2016). Asimismo, se han identificado procesos
de generalizacidn, algoritmizacion y argumentacion, entre otros.

Los resultados obtenidos evidencian la introduccion de ideas
asociadas al algebra temprana, siendo éstas no s6lo de naturaleza
algebraica, sino que también aritmética. Con base en ello, queda
de manifiesto la necesidad de una mayor vinculacién entre los ejes
de ‘Ntumeros y operaciones’ y ‘Patrones y algebra’ puesto que, a
diferencia de lo estipulado para los niveles de educacién media (7°
basico a 2° medio, estudiantes de 12 a 15 afos), donde se establece
que los ejes de ‘Naumeros’y ‘Algebra y funciones’ se relacionan fuer-
temente (MINEDUC, 2016), las directrices curriculares de educacién
bésica (1° a 6° afio) no aluden a ningan tipo de relacion entre estos
ejes, lo que podria implicar que la aritmética no se considere como
una caracteristica del rAE, y solamente se considere a los objetos
de naturaleza algebraica como elementos promotores de éste. Sin
embargo, los resultados obtenidos han demostrado la existencia
de elementos de naturaleza aritmética que permiten construir y
expresar generalizaciones, como los mencionados al comienzo de
este apartado, y de acuerdo con Warren (2003) deberian conside-
rarse como acceso clave al dlgebra.

En cuanto a los niveles de algebrizacion, se identificaron prac-
ticas que se vinculan con los niveles o al 3. Si bien se distingue la
movilizacidon de niveles consolidados de algebrizacion, es evidente el
gran desequilibrio que existe entre el niimero de practicas del nivel
3 (31 précticas) con el del nivel o (198 practicas) de algebrizacion.

Por esta razdn, seria conveniente lograr un equilibrio entre ambos
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niveles y los proto-algebraicos, a través del aumento de situacio-
nes-problemas que admitan practicas matematicas en el nivel 3 de
algebrizacion.

Por otra parte, la propuesta de niveles de algebrizacion es
considerada como una herramienta tedrico-metodoldgica con
gran potencial para predecir la actividad matematica asociada
al desarrollo del rAE, sin embargo, el analisis aqui presentado ha
mostrado la necesidad de refinar esta propuesta, especificamente,
en lo que respecta a los descriptores de las tareas de generalizacion.
Mientras que para los niveles o y 3 se hace una distincion evidente
de cémo caracterizar una practica matematica, en los niveles 1y
2 no existe una diferencia sustancial de cémo distinguir si una
practica pertenece a un nivel u otro. Si bien para el nivel o se hace
un reconocimiento explicito de la regla (patrén) de formacion
que relaciona un término con el siguiente (lo que no implica un
proceso de generalizacién), y en el nivel 3 se formula una regla
canodnica (a través del lenguaje simbdlico-literal), en los niveles 1
y 2 (proto-algebraicos) se sefiala que en tareas funcionales se re-
conoce la generalidad, aunque expresada en un lenguaje diferente
al simbdlico-literal. Ante esto cabe preguntarse: ;cuales son las
diferencias sustanciales entre una tarea funcional de nivel 1y de
nivel 2?7 Atendiendo a esta interrogante, este estudio pretende dar
luces de cdmo contribuir a dicho refinamiento.

Finalmente, las Bases curriculares establecen que “una base sélida
en patrones facilita el desarrollo de un pensamiento matematico
mas abstracto en los niveles superiores, como es el pensamiento
algebraico” sin embargo se ignora si realmente en el contexto chileno
el acercamiento con dicha nocion facilite o propicie el desarrollo de
ese pensamiento mas abstracto. Aunado a esto, se reconoce que los
resultados obtenidos en esta investigacion, si bien han sido fruto del

analisis de un libro de texto oficial, deben ser considerados parciales,
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puesto que existen textos del estudiante autorizados a los que las
instituciones (privadas, principalmente) tienen acceso y prefieren
por encima de los textos oficiales, lo que podria implicar la existencia
de otro tipo de practicas matematicas asociadas al razonamiento

algebraico promovidas en la Educacién Basica en Chile.
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CAPITULO 6

USO DEL CONSTRUCTO IDONEIDAD
DIDACTICA DEL ENFOQUE ONTO-
SEMIOTICO EN EL DISENO DE UNA TAREA DE
MATEMATICAS EN EDUCACION SECUNDARIA
OBLIGATORIA: EL CASO DE LA ENSENANZA
DE LA GEOMETRIA

USING THE DIDACTIC SUITABILITY CON-
STRUCT OF ONTO-SEMIOTIC APPROACH
TO DESIGN A MATH TASK AT SECONDARY
SCHOOL: THE CASE OF GEOMETRY

Ervira Garcia Mora, Javier Diez-ParoMmar
elviragarciamora@ub.edu, jdiezpalomar@ub.edu
UNTVERSITAT DE BARCELONA

Resumen

Las tareas relacionadas con el aprendizaje de la geometria permiten
aplicar el constructo “idoneidad did4ctica” para analizar su disefio
e implementacién en el aula. Los indicadores presentes sefialan
aspectos que hacen due dicha sesién sea considerada “idénea”,
mientras que los ausentes sirven para orientar el redisefio de la
tarea. A partir de esta premisa, este trabajo de investigacion se
organizd en tres etapas: (1) andlisis de la tarea, (2) redisefio de la
tarea y andlisis de su implementacién en el aula y (3) segundo re-

disefio y analisis de su implementacion en el aula. Esta secuencia
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de anilisis y disefio de tareas permitié observar que la basqueda
del aumento del nivel de logro de un criterio influye de manera
significativa sobre los otros criterios.

Palabras clave: idoneidad diddctica, andlisis diddctico, geometria,

secundaria, diserio de tareas.

Abstract

The task design and classroom tmplementation addressed to the learning
of geometry can be analyged using the construct “didactic suitability”.
The present indicators point out the aspects that make this session
could be considered as a “suitable lesson”, while the absent ones guide
the redesign of the task. Based on this premise, this research work was
organized in three stages: (1) analysis of the task, (2) task redesign
and analysis of its tmplementation in the classroom and (3) second
redesign and analysis of its implementation in the classroom. This
sequence of analysis and task design allowed us to observe that the
search of achievement level increment of one facet has a significant
tmpact on the other facets.

Keywords: didactic suitability, didactical analysis, geometry, secon-
dary school, task design.
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1. ANTECEDENTES

La ensefnanza de la geometria permite a los profesores introducir
a los alumnos al estudio cuasi simultaneo de las matematicas, las
ciencias y la cultura (Brousseau, 2000). El estudio de los diversos
aspectos de la ensefianza y el aprendizaje en los cuales pueden
desempenarse tanto los profesores como los alumnos fue la tarea de
investigacion que condujo a la implementacién de una metodologia
para sistematizar el disefio de tareas y/o secuencias did4cticas, a
partir de la colaboracién entre profesores, con el objetivo de dise-
far practicas docentes definidas como “iddneas.” El contraste de
algunos marcos tedricos para el analisis de la actividad matematica
que ocurre durante una clase de matematicas nos llevo a elegir la
nocién del enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instrucecién
matematica: la idoneidad diddctica (Godino, 2013), como marco de

trabajo.

1.1. LA IDONEIDAD DIDACTICA

Godino (2013) describe al Enfoque Ontosemidtico (Eos) como
un “marco tedrico que ha surgido en el seno de la Did4ctica de las
Matematicas con el propésito de articular diferentes puntos de
vista y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su en-
sefianzay aprendizaje” (p. 114). Por su parte, Font, Planas y Godino
(2010) definen la nocién de idoneidad diddctica como “un modelo
que permite un analisis didactico sistematico para la deseripcion,
explicacion y valoracion de episodios”, particulares y globales, que
suceden durante una sesion de matematicas (p. 103).

De manera més concreta, Godino (2013) define a la idonei-
dad diddctica de cualquier tarea de indole matematica “como la
articulacién coherente y sistémica” (p. 115) de seis componentes:
idoneidad epistémica, idoneidad cognitiva, idoneidad interaccional,

idoneidad mediacional, idoneidad afectiva e idoneidad ecoldgica.
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Godino (2013) recurre a un hexdgono regular como metifora para
representar de manera visual estas seis facetas. En esta “metafora”
Godino esquematiza la relacion, articulacion y equilibrio entre los
seis componentes y a la vez los relaciona con una caracteristica
principal: representatividad, proximidad, negociacién, disponibi-
lidad, implicacién y adaptacién (ver la Figura 1). Asi mismo, los
componentes hacen referencia a procesos y momentos concretos del

proceso de ensenanza y aprendizaje de las matematicas (Tabla 1).

Dialogo .
Inte'?agocibn Recursos técnicos
Comunicacion Tiempo
MEDIACIONAL
INTERACCIONAL 3 e
(Negociacién) (Disponibilidad)
AFECTIVA ECOLOG:ICA
(Implicacién) (Adaptacion)
an%“éf:es Sociedad
Motivaciones Escuela
Curriculo
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividd)
Acoplamiento
Participacion
Apropiacion

Figura 1. Esquema representativo de la idoneidad didactica

Fuente: Godino (2013, p. 116)
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Tabla 1. Descripcion de los criterios de la idoneidad diddctica
(Fuente: Godino, 2013, p. 116)

Criterio Descripcion del componente

Representatividad de los significados preten-

Idoneidad Epistémica didos/de referencia

Proximidad entre los significados logrados y

Idoneidad Cognitiva los pretendidos

Identificacion y solucién de conflictos semid-

Idoneidad Interaccional . A
ticos potenciales

Grado de disponibilidad de los materiales y

Idoneidad Mediacional . .
tiempo necesarios
Idoneidad Afectiva Grado de implicacién del al}tmno en el proce-
so de estudio
Idoneidad Ecolégica Grado de ajuste del proceso de estudio al

proyecto educativo

Godino (2013) presenta una “pauta para el disefio y valoracién
de acciones formativas” (p. 118) en la cual asigna a cada componen-
te de la idoneidad diddctica una serie de indicadores que ayudan
identificar sus respectivos aspectos caracteristicos. En un trabajo
posterior, Breda, Font y Pino-Fan (2018) detallan m4s los compo-
nentes presentados por Godino (2013). Estos autores proponen el
concepto de criterio que, a diferencia de las facetas, se puede con-
cretar en una serie de indicadores que permiten medir cada una
de las seis idoneidades mencionadas mas arriba, de manera que
contribuyen a ampliar de la nocidn idoneidad diddctica. Partiendo
de esta “operacionalizacién” del concepto de idoneidad didactica,
en este trabajo lo hemos interpretado como una pauta de obser-
vacion y reflexidon organizada en seis criterios que agrupan una
lista de componentes que a la vez se descomponen en una serie de

indicadores (Figura 2).
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Criterios . Componentes Indicadores
H Errores — Control de errores |
N D =
Epistémica = ‘
Variedad de — )
C 1aitdad .{ D ins p s adad, p . ‘
Conocimientos previos Se poseen contenidos y conocimientos previos
Adaptaciones curriculares Actividades de desarrollo y de apoyo
Cognitiva —
Aprendizaje luacion de dizajes o i
Alta demanda cognitiva G izacion, cambio de
Discente - docente Claridad, organizacion, presentacion verbal, ...
Alumno - alumno Didlogo ¢ integracion en equipos
Interaccional - 5 5
Autonomia y
Evaluacion formativa Ob ion si ica del proceso cogniti
R materiales
Mediacional Grupo y aula Nimero de alumnos, distribucion del aula, ...
: Tiempo Horario, tiempo por tema y complejidad
E | y idad ]’-——{ Interés, utilidad cotidiana y profesional |
Actitudes H Promocion de valores, contexto igualitario, ... |
\ E Desarrollo de ima, evitar ¢l rechazo ... |
+ Adaptacion curricular Contenido, implementacion y evaluacion
" Conexiones Relacion con otros temas, materias 0 cursos
Ecolégica s 7
Adaptacion al ambiente Orientacion socio-profesional del grupo
Innovacién didéctica Nuevo contenido, recursos, métodos, ...

Figura 2. Esquema representativo de los indicadores de los componentes de
los seis criterios de la idoneidad diddctica segtn Godino (2013) y Breda, Font y
Pino-Fan (2018)

Los indicadores de cada uno de los componentes de los seis
criterios de la idoneidad didactica permiten analizar didacticamente
las tareas y, a la vez, identificar aspectos susceptibles de redisefio
para la mejora de esas unidades didacticas. El analisis didactico
utilizando los criterios de idoneidad didactica para analizar las
tareas de geometria permite observar la evolucidn de las propuestas
due hace el profesor y coémo las va mejorando a partir de la retro-

alimentacioén que recibe cuando las pone en practica en el aula.
2. PROPUESTA

El modelo curricular mexicano de 2011 (Secretaria de Educacién

Pablica [sEr], 2011) se caracterizd por la instruceion reiterada de los
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contenidos. En cada uno de los cinco bloques en los que se dividia
el curso escolar, se estudiaban los tres ejes teméaticos: (1) Sentido
Numérico y Pensamiento Algebraico, (2) Forma, Espacio y Medida
y (3) Manejo de la Informacién. A lo largo de los cinco periodos
se esperaba que los profesores programaran secuencias didacticas
para que los alumnos realizaran razonamientos que comenzaran
desde los aspectos basicos y gradualmente alcanzaran los mas
complejos. Por ejemplo, en el caso del primer grado de secundaria,
las intenciones didacticas de los contenidos de este curriculo tipo
espiral ascendente (Bruner, 1977) tomaban como tema de partida la
mediatriz, la bisectriz y los poligonos regulares, para finalizar con
la construccién de circunferencias (ser, 2011). Con el propésito de
generar una tarea con la cual evaluar de manera integrada los con-
tenidos curriculares del eje “Forma, Espacio y Medida”, el profesor
(titular de este estudio de investigacién) disefid una tarea de dibujo
geométrico con la cual se trabajasen simultineamente los objetivos
de aprendizaje de los cinco bloques de estudio de ciclo escolar.
La practica como profesor de matematicas en nivel secundaria
en México desarrolld la curiosidad cientifica que llevé al autor a
profundizar en el estudio de la realidad del aula, pero desde la
perspectiva de la didactica por medio de una investigaciéon docto-
ral. En el plan de investigacion doctoral presentado inicialmente
se propusieron unos objetivos que se modificaron a partir de las
diferentes evaluaciones del proyecto. La actualizacién de tales

objetivos es la siguiente:

i. Aplicar el constructo “idoneidad did4ctica”, desarrollado en
el marco del Enfoque Onto-Semiético (Godino, Batanero y
Font 2007; Godino, 2013), como herramienta de analisis y

reflexion sobre la practica del profesor de matematicas, para
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analizar la respuesta de alumnos de primer grado de Eso a

secuencias didacticas de razonamiento geométrico.

ii.  Generar una valoracidn cuantitativa de los componentes de
la idoneidad did4ctica a partir de la medida del nivel de logro

de sus indicadores.

iii.  Identificar el nivel de logro de los criterios de idoneidad di-
dactica de las secuencias de razonamiento propuestas, para
re-disefiarlas con el fin de que den respuesta al alcance de

todos los criterios del constructo “idoneidad didactica”.

En la tarea cotidiana del profesor, la creacion de contenidos para
el aula es una actividad constante. La comunicacion entre los profe-
sores favorece actitudes de cooperacion y provee de los elementos
de la metodologia de estudio de clases (Fernindez y Yoshida, 200,
due consideran la planeacion, observacion y reflexion de la tarea
docente propiay de otros compaiieros profesores. Como resultado
de la reflexion del profesor sobre sus propias secuencias didacticas
y la discusidon de ellas con otros profesores del centro escolar, se
pueden establecer ciclos de mejora de las tareas presentadas a los
alumnos. En este proceso, la idoneidad diddctica, puede emplearse
como una herramienta recurrente en las diferentes etapas de crea-
cidn, disefio y redisefio.

El desarrollo de la etapa experimental de este proyecto se ha
realizado en tres etapas: (1) disefio de partida, (2) sesién de estudio
de clases para la mejora de la secuencia de partida, (3) nuevo disefio
del profesor para atender las particularidades del grupo. Las tres
etapas del proceso fueron analizadas desde la perspectiva del Eos,

utilizando los criterios de idoneidad didactica.
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La etapa 1 corresponde al disefio de partida que consistié en
una sesion para alumnos de secundaria en la cual se tuvo como
objetivo realizar un dibujo geométrico. Tal produccién resulta del
seguimiento de una serie de instrucciones escritas y del uso de
instrumentos de dibujo como la regla, el compas, la escuadra y el
cartab6n (Figura 3). Los estudiantes tienen una hoja donde pueden
seguir las instrucciones para construir su dibujo geométrico. Por
otro lado, se les facilitan los utensilios de dibujo mencionados mas
arriba. Tanto la hoja de instrucciones disefiada por el profesor como
los dibujos realizados por los alumnos fueron analizados con los

criterios de la idoneidad didactica (Breda, Font y Pino-Fan, 2018).

Figura 3. Muestra de la produccion esperada para la Etapa 1

En la etapa 2 se sostuvo una sesidén de estudio de clases para la
discusion de la tarea con otros profesores de la cual se produjo un
nuevo disefo de tarea de dibujo geométrico que tuviera en cuenta
las orientaciones que se desprenden del analisis previo antes men-

cionado. La nueva propuesta consisti en la realizacion colaborativa
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del dibujo de las caras de un octaedro en el contexto de un concurso
de globos aerostaticos. La construccion del cuerpo geométrico se
realizé también de manera grupal (Figura 4). De nuevo, se usaron

los criterios de idoneidad didactica para analizar las construcciones.

Figura 2. Muestra de la produccién esperada para la Etapa 2

Este analisis mostré que la idoneidad mediacional a menudo
quedaba sub-representada: no era tenida en cuenta. Por eso, en la
etapa 3 se propuso una nueva actividad para introducir ese aspecto. Se
trat6 de una actividad de desarrollo abierto de un dibujo geométrico
sobre una de las habitaciones del hogar de los estudiantes (Figura
5)- Igual que en las etapas previas se mantuvieron los objetivos de
aprendizaje y se tuvieron como referencia las discusiones de las
tareas realizadas previamente. En este caso se considerd el grafico
comparativo de los criterios de la idoneidad diddctica que se generd
por medio de la identificacion del cumplimiento de los indicadores
de los componentes de cada criterio. Dichos indicadores orientaron
sobre las actividades a modificar para el nuevo planteamiento de

la tarea.
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jUtiliza lo que has aprendido!
Describe tu habitacion

¢Cudles son las medidas de tu habitacion?
a) Determina su ancho, su longitud y su altura.
Comprueba las medidas al realizarlas desde diferentes sitios
para comprobar que coinciden.
b) Realiza un croquis donde representes tu habitacién.
Elige una escala conveniente que te permita comprobar datos.
c) Complementa el croquis de tu habitacién con las medidas de las
diagonales del piso y las diagonales entre un punto del piso con
un punto del techo.

Figura 5. Muestra de las instrucciones de la tarea para la Etapa 3

3. ANALISIS Y DISCUSION

La caracterizacion de la idoneidad diddctica de los disefios de las
tareas propuestas en las tres etapas se obtuvo a partir de Godino
(2013), que propone una serie de indicadores de los componentes de
cada una de las seis facetas de la idoneidad didactica. Este enfoque
inicial, se desarrollé a partir de las contribuciones de Breda, Font
y Pino-Fan (2018), que hablan de criterios de idoneidad didactica,
que se concretan en componentes e indicadores en cierta manera,
medibles.

La valoracion de cada uno de los seis criterios de idoneidad
diddctica se realizd por medio de la asignacién de nameros para
cada nivel de cumplimiento de los indicadores de cada componente:
o para la ausencia del indicador, o,5 cuando se tuvo una presencia
parcial y 1 para su completo cumplimiento. A partir de tales datos se

busco generar valores porcentuales para cada criterio de idoneidad:

valor porcentual de la faceta de idoneidad

r_,iivalor de los indicadores

= l=
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La valoracién del nivel de cumplimiento de los indicadores
correspondientes a cada uno de los componentes de los criterios
de idoneidad diddctica se realiz6 por medio de la comparacion
del disefio de la tarea realizado por el profesor (Figura 3) y de las

producciones de los alumnos (Figura 6).

Figura 6. Muestra de la produccidn realizada por un alumno durante la Etapa 1

El contraste entre las instrucciones dadas para la elaboracién
del dibujo geométrico y la produccién de los alumnos (Figura 6),
se condujo siguiendo los indicadores de los componentes de cada
uno de los criterios de idoneidad diddctica. Para valorar la idoneidad
epistémica, por ejemplo, se utilizaron sus indicadores (Tabla 2). Asi,
identificamos que la tarea no presentaba una situacién contextua-
lizada, ni tenia relacién alguna con un problema.

Cada criterio de idoneidad diddctica se concentrd en una sola

tabla, la cual fue utilizada como pauta de reflexién y de registro del
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analisis del disefio de la tarea y de los resultados de los alumnos.
De manera que para cada etapa de la investigacidn se obtuvieron
seis tablas de registro, una para cada criterio de idoneidad diddc-
tica (Tabla 2). Al terminar la tercera etapa se contd con dieciocho
tablas de registro.

Tabla 2. Fragmento de la pauta de valoracion de la idoneidad
epistémica a partir de la identificacion de los indicadores de sus
componentes propuestos por Godino (2013) y Breda, Fout y Pino-Fan
(2018) para la Etapa 1

Componente Indicador Valoracién
Errores ;Se controla que no existan pricticas matematicamente o
incorrectas?
¢Las definiciones se expresan con claridad y correcta- o
mente y se adectian al nivel académico?
¢Los procedimientos se expresan con claridad y corree- o
tamente y se adeciian al nivel académico? 5
Ambigiiedades
¢Las explicaci corresponden al nivel académico? o
¢Las comprobaciones corresponden al nivel académico? o
;Esta controlado el uso de metaforas? 0,5

Lavaloracion de los indicadores de los componentes de los seis
criterios de idoncidad diddctica se organizd en graficos de barras.
Laeleccion de tales representaciones atendid al deseo de mantener
visible el contraste entre el total de los indicadores de cada compo-
nente y los indicadores presentes por medio de palabras clave, ala
vez que se asigna un codigo de color para agrupar los criterios. El
grafico que caracteriza la Etapa 1 (Figura 7) permite visualizar que
la idoneidad interaccional ha sido la menos lograda, mientras que

la idoneidad mediacional se ha visto privilegiada con esta tarea.
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Figura 7. Grifica comparativa de los indicadores de los componentes de idonet-
dad diddctica para la Etapa 1. Donde: IEpO = Idoneidad Epistémica Optima, IES
= Idoneidad Epistémica de la Secuencia, ICO = Idoneidad Cognitiva Optima,
ICS = Idoneidad Cognitiva de la Secuencia, ITO = Idoneidad Interaccional Op-
tima, IIS = Idoneidad Interaccional de la Secuencia, IMO = Idoneidad Media-
cional Optima, IMS = Idoneidad Mediacional de la Secuencia, IAO = Idoneidad
Afectiva Optima, IAS = Idoneidad Afectiva de la Secuencia, IEcO = Idoneidad
Ecolégica Optima, TEcS = Idoneidad Ecoldgica de la Secuencia.

El analisis de la Etapa 2 se observa en la Figura 8, en este grafico
se observan las ventajas que ha aportado el redisefo de la tarea.
La mayoria de los criterios se han visto beneficiados con la nueva
propuesta, pero el criterio mediacional, que tuvo el mayor nivel de
logro en la Etapa 1, se vio afectado.

La Etapa 3 se discute por medio del grafico mostrado en la Figura
9. Dado que los indicadores de los criterios epistémico y cognitivo
se ven superados, respecto a las etapas previas, se puede decir que
mostraron el avance progresivo de nivel de logro que se esperaba

en todas las idoneidades.
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Figura 8. Grafica comparativa de los indicadores de los componentes de ido-
neidad diddctica para la Etapa 2. Donde: IEpO = Idoneidad Epistémica
Optima, IES = Idoneidad Epistémica de la Secuencia, ICO = Idonei-
dad Cognitiva Optima, ICS = Idoneidad Cognitiva de la Secuencia,

IIO = Idoneidad Interaccional Optima, IIS = Idoneidad Interaccional

de la Secuencia, IMO = Idoneidad Mediacional Optima, IMS = Idonei-
dad Mediacional de la Secuencia, IAO = Idoneidad Afectiva Optima,

TAS = Idoneidad Afectiva de la Secuencia, IEcO = Idoneidad Ecolégica

Optima, IEcS = Idoneidad Ecolégica de la Secuencia.
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Figura 9. Grafica comparativa de los indicadores de los componentes de ido-
neidad diddctica para la Etapa 3. Donde: IEpO = Idoneidad Epistémica
Optima, IES = Idoneidad Epistémica de la Secuencia, ICO = Idonei-
dad Cognitiva Optima, ICS = Idoneidad Cognitiva de la Secuencia,

110 = Idoneidad Interaccional Optima, IIS = Idoneidad Interaccional

de la Secuencia, IMO = Idoneidad Mediacional Optima, IMS = Idonei-
dad Mediacional de la Secuencia, IAO = Idoneidad Afectiva ()ptima,

IAS = Idoneidad Afectiva de la Secuencia, IEcO = Idoneidad Ecoldgica

Optima, IEcS = Idoneidad Ecolégica de la Secuencia.

Los valores porcentuales de cada criterio se organizaron en un grafico
hexagonal (Figura 10) que nos remitiera a la representacién esquemética
presentada por Godino (2013). Este grafico comparativo permitié observar
el contraste entre los alcances de los indicadores de los componentes de
los criterios de la idoneidad diddctica. En él se observa la evolucién de los
criterios de idoneidad diddctica segin las nuevas propuestas de tareas. Se
puede observar que el redisefio de una tarea tiene implicaciones en el nivel
de logro de los criterios de idoneidad diddctica. En el caso de la idoneidad
epistémica y la idoneidad ecoldgica se muestra un aumento progresivo en
su nivel de logro. Por lo que corresponde a la idoneidad cognitiva, su nivel
de logro solamente se superd en la tercera etapa de la investigacién. A
pesar de tener un retroceso en el nivel de logro de la idoneidad afectiva en

la etapa 2, logrd superarse en la tercera etapa. La idoncidad interaccional

_148_



Cap.6

tuvo una acentuada mejoria, el bajo nivel de logro de la primera etapa fue
ampliamente superado en el segundo ejercicio, aundue en el tercero no se
logré mantener dicho grado de cumplimento. Un caso similar se tuvo con
la idoneidad afectiva, la cual, después de un ligero retroceso, finalmente
logrd superar los niveles de logro de las etapas previas. El fendmeno menos
deseado se tuvo con el criterio interaccional, el cual nunca logrd superar
el nivel alcanzado en el primer disefio, atin cuando logré un pequefio

repunte en la tercera etapa.

Idoneidad Epistémica e Etapa 1

~ AN Etapa 2
66 apa
2 Etapa 3
<
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Figura 10. Grafico comparativo de la idoneidad diddctica de
las tareas de las tres etapas



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

4. CONCLUSION

El uso de procedimientos sistematicos para el analisis de la practica
docente orienta en el disefio de secuencias didacticas que permitan
mejores resultados al momento de su implementacion en el aula. A
través de la valoracién de los seis criterios de idoneidad diddctica, el
profesional puede responder a las preguntas propuestas por Font,
Planas y Godino (2010): “;qué ha ocurrido aquiy por qué?”y “;qué
se podria hacer para mejorar?”. La primera pregunta la podemos
responder detalladamente tomando como pauta los indicadores
de los componentes de los criterios de la idoneidad diddctica. La
segunda pregunta encuentra respuesta en los indicadores ausentes.
De manera adicional, los autores consideramos pertinente aclarar
due el uso de gamas diferentes de colores para cada criterio de ido-
neidad facilité la comparacion entre el caso 6ptimo y la situacion
dada en la secuencia. La falta de concordancia entre los colores de
las barras de los graficos de las figuras 7, 8 y 9 ayudd a visualizar
los indicadores que no se cumplieron con la propuesta disefiada.
Por otra parte, tenemos presente que en los casos en los cuales no
sea posible presentar graficos en color, el uso de escalas de grises
y tramas diferentes seran las alternativas visuales atiles para esta
tarea de comparacion e identificacion de identificadores. La misma
observacidn puede extenderse, y aplicarse, al grafico de la figura
10. En este altimo caso consideramos que no es relevante el uso de
colores para distinguir las tres etapas del estudio.

A partir del objetivo planteado al inicio de este proyecto, se ha
comprobado que la idoneidad diddctica ha sido un instrumento de
suma ayuda en la identificacidon de los aspectos susceptibles de
modificacion para el redisefio de las secuencias didactica analiza-
das. Ademas, se ha observado que la biisqueda del cumplimiento
de un criterio puede afectar a otro (idoneidad mediacional), que

las variaciones en el disefio de una tarea pueden no tener efecto
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en algin criterio (cognitiva) o que la propuesta final no logra supe-
rar en alguno de los aspectos a las propuestas previas (idoneidad

interaccional).
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Resumen

Se describe un avance de investigacidn que se realiza en un trabajo
de tesis de maestria en Matematica Educativa, por parte de la au-
tora principal de este documento, en la Universidad Auténoma de
Zacatecas, México (uaz). En este proyecto se pretende caracterizar
el conocimiento matematico de los estudiantes universitarios de
la Licenciatura en Actuaria de la uaz cuando afrontan la tarea de
crear/variar problemas mateméticos que involueran optimizacion.
Para llevar a cabo nuestro propdsito emplearemos algunas de las
herramientas que propone el Enfoque Ontosemidtico (0s), espe-

cificamente nos apoyaremos de la configuraciéon de Objetos Mate-
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maticos mediante la que analizaremos las producciones a través
de la interpretacion ontosemotica del Mapa Hibrido.
Palabras clave: creacion de problemas, mapas hibridos, optimizacion,

enfoque ontosemiotico, procesos cognitivos.

Abstract

A research progress is described, which is carrvied out in a master’s
thesis work in Educational Mathematics, by the main author of this
document, at the Universidad Autonoma de Zacatecas (Autonomous
University of Zacatecas), Mexico (vaz). In this project we propose to
analysge the construction of mathematical knowledge by some students
of the Bachelor’s Degree in Actuarial Sciences at the vaz when they
task of creating/varying mathematical problems involving optimisa-
tion. To carry out our purpose, we will use some of the tools proposed
by the Ontosemiotic Approach (£0s), specifically we will rely on the
Configuration of Mathematical Objects through which we will analyze
the productions generated through the ontosemiotic interpretation of
the Hybrid Map.

Keywords: problem posing, hybrid maps, optimiyation, onto-semiotic

approach, cognitive processes.
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1. ANTECEDENTES

Se han realizado diversas propuestas para mejorar el aprendizaje
de la optimizacién en los estudiantes de nivel medio superiory su-
perior (Baccelli, Anchorena, Figueroa y Prieto, 2014; Rojas, Baez y
Corona, 2017; Portillo, Avila, Cruz y Lépez, 2019), lo cual ha influido
en las metodologias y estrategias de ensefianza-aprendizaje, que
requieren de una mejora en la practica docente e involucrar a los
estudiantes en la construccidon de su conocimiento. En el estudio
de Baccelli et al. (2014), mencionan la problemética que se presenta
en los estudiantes de nivel universitario al resolver problemas de
optimizacion, evidencian que existen dificultades desde el plantea-
miento del problema hasta su desarrollo de resolucion, los cuales
son reflejados en los resultados obtenidos. Asimismo, en los curso de
Calculo Diferencial, es coman encontrar que el tema de problemas
de optimizacién esté asignado al final de los libros de texto, y en
algunas ocasiones no se logra cubrir dichos temas y quienes logran
hacerlo solamente resuelven mediante el método tradicional en el
cual solo aplica practicas algoritmicas y no incluyen otros métodos
para la ensenanza de dicho contenido (Rojas et al., 2017).

En esta investigacidn se coincide con los anteriores autores
respecto a la necesidad de mejorar la practica docente en la ense-
nanza y aprendizaje de la optimizacion. Es por ello que se considera
relevante el uso de la metodologia para la Creacion de Problemas.
Se trata de problemas creados por los estudiantes en especifico para
la optimizacién en nivel superior, ya que la Creaciéon de Problemas
tiene gran potencialidad en la ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas, porque contribuye a desarrollar el pensamiento matematico
de quien los crea, asi como ampliar su horizonte matematico y a
iniciarlo en la investigacién (Malaspina, 2013).

Con base en lo anterior, esta investigacion se centra en que se

han planteado muchos problemas convencionales de optimizacién
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mediante la resolucién de problemas, y no se cuestiona acerca de
alguna interpretacion que se pudiese dar de esos resultados o de
alguna dificultad que se pudiese presentar y se presta poca atencion
a que los estudiantes formulen sus propias preguntas del problema.

En las siguientes secciones se presenta algunos estudios de
c6mo se aborda la optimizacién en la matematica escolar con el
fin de esclarecer qué es la optimizacion y los tipos de problemas
de optimizacidon que se estudian. Asimismo, se describe como es el
tratamiento matematico de la optimizaciéon en los libros de texto
de nivel universitario, se presentan y se discuten algunos estudios
acerca de la ensenanza y aprendizaje de la optimizaciéon en Calculo
Diferencial, esto con la finalidad de conocer lo que reportan algu-
nos autores y cuales son los resultados de dichas investigaciones;
por ultimo, se realiza un analisis bibliografico sobre la Creacion de

Problemas, el cual es el eje central de este trabajo de investigacion.

1.1. ESTUDIOS ACERCA DE LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA
OPTIMIZACION EN CALcULO DIFERENCIAL
En esta seccidn se describen algunas investigaciones acerca de la
ensefianzay aprendizaje de la optimizacién en Célculo Diferencial.
Estas fueron realizadas por los autores Fonseca, Casas, Bosch y
Gascon (2009); Baccelli et al. (2014 ); Rojas et al. (2017); Malaspina
(2007) y Malaspina y Font (2015).

En el estudio de Fonseca et al. (2009) se menciona que durante
muchos anos, en las instituciones educativas, los estudiantes al
momento de abordar la modelizacion y las aplicaciones, lo hacen
restringiéndose solamente a aplicar conocimientos matematicos
due han sido aprendidos en determinadas situaciones y que ade-
mas, han sido presentados en contextos ficticios. Por otra parte,
se considera que hoy en dia este uso perdura en los sistemas de

ensefianza. Asimismo, menciona que promover procesos de ins-
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truccién matematica donde se presenten situaciones problemas
due requieran de experimentacion, indagacion, discusion por parte
del estudiante, se genera un proceso de estudio con una cuestién
generatriz la cual es dinAmica y puede ser vivida por el estudiante,
a partir de la cual, se genera una actividad matematica con nuevas
cuestiones y respuestas, en donde el alumno esta obligado a modi-
ficar la situacidn inicial, elaborar propias conclusiones y presentar
resultados.

Por otro lado, Malaspina (2007) percibe que existen deficiencias
de los estudiantes en el uso de proposiciones, procedimientos y ar-
gumentos al resolver los problemas de optimizacion propuestos ya
due este problema, referente a las deficiencias en la argumentacion,
radica en la poca presencia de justificacion.

Malaspina y Font (2015) mencionan que la intuicion de la
optimizacion esta relacionada con los procesos cognitivos de la
idealizacion, generalizacion y argumentacion. Dicha intuicion se
desarrolla a través de dos tipos de experiencia, en donde, el primer
tipo sucede cuando en la vida diaria las personas se enfrentan a
la tarea de tomar decisiones 6ptimas, y el segundo de experiencia
mas personal. Es por este tipo de situaciones y experiencias que
los estudiantes pueden entender problemas de optimizacién por
lo que les permite responder intuitivamente a algunos problemas.

En el estudio de Baccelli et al. (2014), mencionan la problematica
que se presenta en los estudiantes de nivel universitario al resolver
problemas de optimizacion, evidencian que existen dificultades desde
el planteamiento del problema hasta su desarrollo de resolucion,
los cuales son reflejados en los resultados obtenidos.

En los curso de Calculo Diferencial, es comiin encontrar que
el tema de problemas de optimizacion esté asignado al final de los
libros de texto, y en algunas ocasiones no se logra cubrir dichos

temas y quienes logran hacerlo solamente resuelven mediante el
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método tradicional en el cual solo aplica practicas algoritmicas y
no incluyen otros métodos para la ensefianza de dicho contenido

(Rojas et al., 2017).

1.2. TRATAMIENTO MATEMATICO DE LA OPTIMIZACION EN LIBROS
DE TEXTO
En esta investigacion se realiz6 una revision de tres libros de tex-
to (Stewart, 2012; Thomas, 2006; Purcell, 2007) utilizados en la
ensefianza del Calculo diferencial para el nivel medio superior y
superior. Por cuestiones de espacio, solo se discutira uno de ellos,
cual es el libro de Stewart (2012).

El propésito del analisis de los libros es observar cdmo pre-
sentan el tema de optimizacién en cada uno de ellos, analizar si
el tratamiento del tema es similar, cuiles son las situaciones y
ejercicios que se presentan, qué tipos de ejercicios de optimizacién
due se presentan y si estos contribuyen a la reflexién didactica en
los alumnos, asimismo, se pretende observar si estos inducen a la
argumentacion, y observar si incluyen algunas variaciones en sus
problemas aplicados.

En el libro de texto de Calculo de una variable para nivel superior
del autor Stewart (2012), se observa una introduccién que motiva
al lector a resolver problemas de optimizacién dado que presenta
situaciones vinculadas a la vida cotidiana.

Asimismo, el texto hace énfasis en el desafio que presenta el
problema expresado en palabras a un problema de optimizacién
matematica en el que se debe establecer la funciéon que se va a
maximizar o minimizar. Posteriormente describe una serie de pasos
due deben seguir los lectores para poder resolver un problema de

optimizacidon como se observa en la Figura 1.
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Pasos para la resolucion de problemas de optimizacion

1. Comprenda el problema El primer paso consiste en leer detenidamente el problema
hasta que se entienda claramente. Pregiintese: ;qué es lo desconocido? ;Cudles son
las cantidades conocidas? ;Cuales son las condiciones dadas?

. Dibuje un diagrama En la mayoria de los problemas resulta util dibujar un
diagrama e identificar las cantidades dadas y las cantidades requeridas en
el diagrama.

N

3. Introduzca la notacion  Asigne un simbolo a la cantidad que va a ser maximizada
o minimizada [vamos a llamarla Q (del inglés quantity) por ahora]. También
seleccione simbolos (a, b, ¢, ..., x, y) para otras cantidades desconocidas y etiquete
el diagrama con estos simbolos. Puede ser provechoso utilizar iniciales como
simbolos sugerentes —p. ej., A para el drea, h para la altura, t para el tiempo.

4. Exprese Q en términos de algunos de los otros simbolos del paso 3.

. Si Q se ha expresado como una funcién de més de una variable en el paso 4,

utilice la informacién dada para encontrar relaciones (en forma de ecuaciones)

entre estas variables. Utilice estas ecuaciones para eliminar todas, excepto una de
las variables en la expresién para Q. Asi Q se expresard en funcién de una variable

x, digamos, Q = f(x). Escriba el dominio de esta funcién.

Utilice los métodos de las secciones 4.1 y 4.3 para encontrar los valores maximo

o minimo absolutos de f. En particular, si el dominio de f es un intervalo cerrado,

entonces puede utilizarse el método del intervalo cerrado de la seccién 4.1.

Figura 1. Pasos para resolver un problema de optimizacion

Fuente: Stewart (2012, p. 325)

Después se presenta un listado de seis ejercicios resueltos sobre
el tema de optimizacién donde cinco de los ejemplos era de tipo
intramatematicos en los cuales se presenta una representacion pic-
torica que les ayuda a visualizar de una mejor manera el problema
planteado. En algunos ejemplos se pide encontrar las dimensiones
due debe tener un campo para encerrar el area mas grande o para
minimizar el costo de un metal como se muestra en la Figura 2.
También se presenta un ejemplo aplicado a la economia en el que se
pide encontrar una funcién demandada y una funcién de ingreso,
asi como encontrar un descuento el cual le permita maximizar sus

ingresos. En dicho ejemplo no se presenta ninguna representacion.
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Un agricultor tiene 2400 pies de material y quiere construir una barda para
cercar un campo rectangular que bordea un rio recto, de modo que no necesita barda a
lo largo del rio. ;Cudles son las dimensiones que debe tener el campo para encerrar el

drea més grande?
[5d Comprenda el problema SO CION Para hacerse una idea de lo que estd sucediendo en este problema, vamos a
[l Analogia: intente casos especi con al; casos especiales. La figura 1 (no a escala) muestra tres formas
[T Dibuje diagramas de posnbles an'eglos de los 2400 metros de material.

Area= 100+ 2200 = 220000 pies*
FIGURA 1

Area =700 1000 = 700000 pies*

Vemos que cuando intentamos campos muy anchos y poco largos, o cnmpos angostos

y muy largos, ob dreas fias. Parece I que exista
alguna confi i dia que prodi el drea més grande.
La figura 2 ilustra el caso gcneral Queremos maximizar el drea A del rectangulo. Sea
[ introduzca notacion xyyel largo y el ancho, resp del lo (en pies). E q
expresar A en términos de x y y:

Figura 2. Solucién de un problema de optimizacién

Fuente: Stewart (2012, p. 326)

Por otra parte, aparece una explicacién de una prueba o criterio
de la primera derivada para saber cuando un valor es el maximo
absoluto de una funcién o el minimo absoluto. Del mismo modo
describen un método alternativo de resolucién al problema pro-
puesto, el cual consiste en utilizar la derivacién implicita, como se
muestra en la Figura 3.
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NOTA 1 El argumento utilizado en el ejemplo 2 para justificar el minimo absoluto es
una variante de la prueba de la primera derivada (que sélo se aplica a valores maximos o
minimos locales) y se establece aqui para referencia futura.

Prueba de la primera derivada para valores extremos absolutos Suponga que ¢ es un
ndmero critico de una funcién continua f definida sobre un intervalo.

a) Sif'(x) > 0 para todax < c y f'(x) < 0 para toda x > c, entonces f(c) es el valor
maximo absoluto de f.

b) Sif'(x) < 0 para toda x < c y f'(x) > 0 para toda x > c, entonces f(c) es el valor
minimo absoluto de f.

NOTA 2 Un método alternativo para resolver problemas de optimizacién es utilizar
derivacién implicita. Veamos el ejemplo 2 nuevamente para ilustrar el método. Trabajamos
con las mismas ecuaciones

A =2mr* + 2wrh r*h = 1000
pero en lugar de eliminar A, derivamos ambas ecuaciones implicitamente, respecto a r:
A" =4mr + 2wh + 2mrk’ 2wrh + wr*h’ =0

El minimo se produce en un nimero critico, por lo que establecemos A’ = 0; simplifica-
mos para llegar a las ecuaciones

2r+h+rh'=0 2h+rh' =0

y la sustraccién da 2r — h=0,0 h = 2r.

Figura 3. Prueba del maximo y minimo absoluto

Fuente: Stewart (2012, p. 328)

Al final del tema se muestra un listado de ejercicios propuestos,
los cuales son ejercicios similares a los ejemplos antes mencionados,
como son el caso de los ejercicios del 12 al 19. En dichos ejercicios
se presentan problemas para calcular las dimensiones de una caja
que minimicen la cantidad de material, el costo minimo de mate-
riales para la elaboracion de un recipiente. También se plantean
ejercicios no contextualizados, como son los ejercicios del 2 al
6, en ellos se puede observar que los ejercicios propuestos hacen

referencia a situaciones intramatematicas en donde solamente se
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dan funciones para que a partir de ellas se obtenga la distancia
minima o maxima entre ellas.

Con base en el analisis realizado, se puede concluir dque los
ejercicios que se plantean en los libros de texto son ejercicios de
tipo convencional. Este tipo de ejercicios son los que se encuentran
en una clase regular y son estructurados en su planteamiento y
cerrados en su solucién y procedimientos.

Por otra parte, se pudo observar que en efecto, el tratamiento es
similar en los tres libros de texto. En primera instancia, se presenta
una serie de pasos especificos para resolver un problema, al inicio
del capitulo, posteriormente muestran a manera de ejemplo, un
ejercicio resuelto y finalmente, presentan una serie de ejercicios
para due el lector los resuelva.

Asimismo, cuando se presentan los pasos para resolver un
problema de optimizacidn al inicio del capitulo, se puede observar
due en primera instancia, sugieren leer y comprender el problema,
posteriormente se propone due el lector dibuje un diagrama y asi
poder identificar las variables, a continuacién indican introducir
notaciones o ecuaciones y finalmente encontrar los puntos criticos
y los extremos del dominio de la incdgnita. Este es el orden de los

pasos que se sugiere en los tres libros de texto.

2. CONTEXTO DE LA PROBLEMATICA

Entre los factores que influyen y dificultan la comprension de
la optimizacidn, se tiene que la ensefianza de la optimizacion se
ajusta a los habitos de ensenianza tradicional, es decir, prevalecen
procesos mecanicos y algoritmicos, en donde usan mecanicamente
los criterios de la primera y segunda derivada (Malaspina, 2007).
Con gran frecuencia, se ha planteado problemas convencionales de
optimizaciéon mediante la resolucién de problemasy no se cuestiona

acerca de alguna interpretacion que se pudiese dar de esos resul-
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tados o de alguna dificultad que se pudiese presentar, asimismo,
se presta poca atencion a que los estudiantes formulen preguntas.

Como se ha sefialado anteriormente, entre los factores que
influyen en la obtencién de los malos resultados que arrojan los
estudiantes cuando resuelven un problema de optimizacidn, se
encuentran la falta de comprensién y una inadecuada organizacién
del proceso de resolucion del problema, por lo cual, se considera que
una manera de ayudar a los alumnos a superar dichas dificultades
es mediante el empleo de la metodologia de Creacién de Problemas
por variacién de Malaspina, (2017) que consiste en: (i) Informacién
bésica, (ii) Episodio en clase, (iii) Problemas Pre y Problemas Pos,
(iv) Trabajos individuales y grupales sobre Creacién de Problemas
y (v) Socializacion con todos los participantes.

Asimismo, como instrumento innovador, se propone analizar
mediante los Mapas Hibridos la organizacién de los Objetos Ma-
tematicos Primarios, los procesos cognitivos presentes, asi como la
relacion de las practicas y sus relaciones a lo largo del proceso de
Creacién del Problema por variacién. Con base en lo anterior, en el
contexto de la Creacién de Problemas, se empleara la interpretacion
ontosemidtica del Mapa Hibrido para analizar la construccion del
conocimiento, por lo cual se plantea el objetivo general: Caracte-
rizar la construccién de conocimiento referente a la optimizacion
bajo la metodologia de Creaciéon de Problemas por variacion para
la identificacion de los Objetos Matematicos y sus conexiones, los

procesos cognitivos implicados y las practicas que intervienen.

3. METODOLOGIA

Si bien, inicialmente la investigacion se planed para ser implementada
en el contexto de una clase presencial, sin embargo, la situacién de
la pandemia nos ha llevado a reformular nuestra investigacion para

llevar a cabo la Creacién de Problemas por variaciéon de manera
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virtual. La manera en que se implementaria seria mediante la pla-
taforma virtual Zoom, empleando algunas de las herramientas que
ofrece como son: compartir pantalla, herramientas de anotacién y
a partir de ello obtener las producciones orales y escritas mediante
las videograbaciones.

En el disefio de la investigacién se considera por un lado, la
metodologia de ensefianza de la Creacion de Problemas por va-
riacién de Malaspina (2017), la cual serd implementada mediante
la plataforma Zoom.

Por otra parte, también se toma en cuenta el contexto de los
estudiantes con los cuales se realizé el estudio, es decir nos inte-
resa también indagar los conocimientos previos y los que fueron
construidos una vez que se emple6 la Creacion de Problemas. Por
esto, se considera las cuatro fases de la metodologia de la Ingenieria
Did4ctica de Artigue (1995) las cuales son: fase preliminar, fase de
analisis a priori, fase de experimentacion y fase de analisis posteriori.

En la Figura 4 se presenta a grandes rasgos el disefio de la inves-
tigacion. En primera instancia, y en la columna central, se muestran
las cuatro fases de la metodologia de la ingenieria Didactica, la
cual se empleara en esta investigacion. Las cuatro fases son: Fase
1. Analisis preliminar; Fase 2. Concepcidon y analisis a priori; Fase
3. Experimentacidn; y Fase 4. Analisis a posteriori y validacion.
Asimismo, en algunas de las fases de la Ingenieria Didactica se

incluyen las etapas de la metodologia de Creacién de Problemas.
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En la Fase 1. Analisis preliminar, se incluyen los siguientes
aspectos: Identificacion del problema, analisis del contexto edu-
cativo, basqueda de bibliografia para identificar cémo abordar el
problema, revisién bibliografica de libros de texto y se selecciona
los problemas de optimizacion.

En la Fase 2. Concepcién y anilisis a priori, se identifican las
variables, el investigador selecciona dos problemas de optimizacién
de tipo no convencional. En esta fase se considera el Episodio 1:
Informacién basica, de la metodologia de la Creacion de Problemas.
Dicho episodio se refiere a una presentacion en donde se explica a
los estudiantes sobre lo que significa creacion de problemas, qué es
la Creacién de Problemas, qué elementos tiene un problema, y sobre
todo, que se puede crear un problema, a partir de un problema dado
modificando uno o mas de los elementos presentes en el problema

La Fase 3. Experimentacion, considera la resoluciéon de un
problema de optimizacion de tipo no convencional, por parte de
los estudiantes. Asimismo, se aplican las etapas restantes de la
metodologia de Creacion de Problemas y se realiza una entrevista.
Las etapas de la metodologia que aqui se abordan son: Etapa 2. Epi-
sodio en clase, en donde el profesor les presenta a los estudiantes
un problema ya elaborado. Se les explica en qué consiste el pro-
blema y a partir de esto, se hacen algunas anotaciones sobre cémo
reaccionan los alumnos de acuerdo con el problema presentado.
Asimismo, se aborda la Etapa 2. Problemas Pre y Problemas Pos, en
donde el docente les pide a los alumnos que resuelvan el problema
presentado anteriormente. Después se les pide a los estudiantes que
propongan problemas modificando el problema dado, para que de
esta manera su solucion facilite la solucién del problema dado y
contribuya a clarificar las dudas de los estudiantes al resolver dicho
problema o al intentar resolverlo, a estos nuevos problemas se les

denomina Problema Pre. Finalmente, se les pide crear el Problemas
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pos, en donde se les pide a los estudiantes que propongan problemas
modificando el problema dado, pero que estos nuevos problemas
sean mas retadores, de modo que desafien a los estudiantes mas alla
de la obtencién de una solucién correcta del problema del episodio.

Del mismo modo, se aborda la Etapa 4. Trabajos individuales y
grupales sobre Creacion de Problemas. Una vez que los estudiantes
hayan realizado de manera individual sus Problemas pre y Pro-
blemas pos, deben de realizar lo mismo en grupos de dos o tres
participantes. Una vez creado el problema por un grupo debe ser
resuelto por el grupo autor y luego por otro grupo. El otro grupo
debe resolver el problema planteado por el grupo autor conociendo
sdlo el enunciado de dicho problema. Los grupos deben escribir
criticas constructivas al problema creado por otro grupo.

Por tltimo se aborda la Etapa 5. Socializacién con todos los par-
ticipantes. Los participantes comparten con todos, en exposiciones
breves, las razones did4cticas y matematicas tras el problema creado,
ya sea en forma individual o grupal. También exponen el problema
resuelto por un grupo, que no es el grupo autor de tal problema,
expone su solucidn y hace sus comentarios criticos desde el punto
de vista matematico y didactico.

Finalmente, en la Fase 4. Analisis a posteriori y validacién, con
base en las producciones orales y escritas, se generan Mapas Hi-
bridos para posteriormente realizar un analisis de dichos Mapas

con algunos elementos del eos.

4. ANALISIS, DISCUSION Y PROPUESTA

En esta investigacion se propone analizar la construceién de cono-
cimiento matematico mediante la Creacion de Problemas a través
de la técnica del Mapa Hibrido (M) desde algunos elementos del
Enfoque Ontosemidtico (£0s), a partir de una perspectiva grafica

de los Objetos Matematicos Primarios, sus conexiones, y los pro-
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cesos cognitivos que se ponen en juego al abordar la Creacion de
Problemas a partir de uno dado, también llamado variacién del
problema. De manera concreta, se pretende abordar la Creacién
de Problemas de optimizacidn.

Mediante un estudio cualitativo, de caso, se pretende analizar
la produccién oral y escrita generada por algunos estudiantes de la
Licenciatura en Actuaria de la Universidad Auténoma de Zacatecas,
cuando se enfrentan a la tarea de crear problemas matematicos
por el método de variacion que involucran a la optimizacién. La
interpretacion ontosemiotica de la técnica del Mapa Hibrido per-
mite describir el sistema de practicas presentes en la resolucién
de situaciones problematizadas de la matematica que se estudian
en el aula, asimismo permite visualizar los distintos Objetos Ma-
tematicos, las relaciones entre dichos objetos, la organizacion de
las practicas y permite advertir la realizacion de algunos procesos
cognitivos implicados en la resolucién de problemas.

Se plantea entonces due la interpretacién ontosemidtica de la
técnica del Mapa Hibrido podria mostrar las practicas implicadas,
los Objetos Matematicos que intervienen en dichas practicas, las
conexiones que se establecen entre los objetos de una misma prac-
tica y entre objetos pertenecientes a distintas practicas, y también
poder advertir la realizacién de los procesos cognitivos implicados
en la construccion del conocimiento matematico relacionado con

la actividad de Creacion de Problemas por variacion.
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Resumen

Se presenta el disefio de situaciones didacticas, que tienen el pro-
poésito presentar el tratamiento didactico de objetos y procesos
matematicos que intervienen en la resolucién de problemas mate-
maticos del tema de trigonometria, en el décimo grado. Este disefio
permite fundamentar la construccién de los objetos matematicos
de la trigonometria para potenciar la idoneidad, la reflexién y el
uso de ordenadores en el desempefio de nuestros docentes y estu-
diantes. Las concepciones sobre la formacién did4ctico-matematica,
integrada desde el enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematicos, los cambios de registros de representaciéon
semidtica, contextualizado en la ensenanza y el aprendizaje de la

Matematica posibilitaron el anilisis epistémico y la obtencién de
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criterios que favorecen el disefio de situaciones didacticas para la
resolucion problemas.
Palabras elaves: situacion diddctica, procesos matemdticos, identi-

dad trigonométrica.

Abstract

The design of didactic situations is presented, which have the purpose of
presenting the didactic treatment of mathematical objects and processes
tnvolved in solving mathematical problems on the subject of trigono-
metry, in the tenth grade. This design allows to base the construction
of the mathematical objects of trigonometry to enhance the suitability,
reflection and use of computers in the performance of our teachers and
students. The conceptions about the didactic-mathematical training,
integrated from the ontosemiotic approach, the changes of records of
semiotic representation, contextualized in the teaching and learning of
Mathematics made possible the epistemic analysis and the obtaining of
criteria that favor the design of didactic situations for problem solving.
Keywords: didactic situation, mathematical processes, identity.
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1. INTRODUCCION

El proceso de ensenianza y aprendizaje de la matematica se enmarca
actualmente en el perfeccionamiento del Sistema Nacional de Edu-
cacion en Cuba. Los resultados que se alcanzan en la apropiacién
de los contenidos que se imparten en el décimo grado del nivel
Medio Superior, no son los esperados, y por tal motivo, se requiere
encontrar acciones que mejoren los resultados en el desempefio de
los docentes y estudiantes. El Proyecto de Investigacion, “Introduc-
cion y Generalizacion de los resultados investigativos del grupo de
Matematica Educativa de la Universidad de Camagiiey y la valora-
cién de sus impactos en el territorio”, se propone elevar la calidad
de la integracion de los componentes del trabajo cientifico-docente,
mediante la realizacion de investigaciones sobre la ensefianza y el
aprendizaje de la Matematica que contribuyan al desarrollo de la
educacion en el pais (Academia de Ciencias de Cuba, 2019).

Con vista al logro de los objetivos de ensefianza y la consecuente
elevacion del interés hacia el aprendizaje de la Matematica, se pro-
pone en el nuevo perfeccionamiento de la asignatura Matematica
para el nivel Medio Superior, plantear el estudio de los nuevos
contenidos matematicos en funcién de resolver nuevas clases de
problemas, de modo que la resolucién de problemas no sea sélo un
medio para fijar, sino también para adquirir nuevos conocimientos,
sobre la base de un concepto amplio de problema (Alvarez, Almeida
y Villegas, 2014.).

En este enfoque se reconoce que el proceso de resolucion de
un problema es una actividad importante para la construccion de
los objetos y procesos matematicos, sin embargo, el desarrollo de
procesos de estudios atn no alcanza la articulaciéon idénea en el
aprendizaje de los objetos matematicos. Los autores Font (2008);
Rineén, Montes de Oca y Mola (2017); Rinedn (2018); Montes de
Oca (2020); Godino, Burgos y Wilhelmi (2020) han sefialado la
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necesidad e insuficiencias que existe en la adquisicién de objetos,
significados y procesos en la resolucién de problemas de Geome-
tria Plana.

En este nivel escolar se consolidan a través de la solucion de
problemas de trigonometria: el calculo con cantidades de magnitu-
des, la obtencion de formulas para el calculo de perimetros, areasy
volamenes de figuras planasy cuerpos geométricos, la resolucion de
triangulos rectangulos y cualesquiera, la demostracién de teoremas,
donde intervienen objetos y procesos de la actividad matematica
due se apoyan fundamentalmente en el uso del concepto de razén
(Alvarez, Almeida y Villegas, 2012).

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica la
utilizacidn del término situacién va dirigido al planteamiento de
un problema donde es desconocida la via de solucién, sin embargo,
cuando se quiere mejorar los resultados en la apropiacién de los
contenidos y someterlos a una valoracién dentro de la ensenianza,
estamos abarcando el campo de una situacion didactica. En el pre-
sente trabajo nos apoyamos a lo que refiere Montes de Oca (2020)
como una situacion didactica, tomando en cuenta que es la forma
de presentar el contenido a partir del tratamiento didactico de los
objetos y procesos matematicos, como nucleo fundamental que
mejora la actividad matematica en los docentes y los estudiantes.

Presentamos situaciones didacticas que abordan situacio-
nes-problemas de la trigonometria desde la deduccion de relaciones
(vistas como identidades trigonométricas [1p]) y su generalizacion,
asi como, sus representaciones como procesos de la resolucion
de problemas. Estas situaciones se sustentan en aspectos tedricos
sobre la formacion did4ctico-matematica (Montes de Oca, 2020),
el enfoque ontosemiédtico del conocimiento y la instruccion mate-

maticos (£0s) (Godino y Batanero, 1992) y (Godino et al., 2017)
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y la teoria sobre la representacién semidtica para la construccion

del conocimiento matemaético (Duval, 2006).

2. ASPECTOS DE LA ENSENANZA Y EL DESARROLLO DE LA TRIGO-
NOMETRIA EN EL CONTEXTO ESCOLAR

El estudio de la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria, ha
pasado por diferentes momentos que se diferencian entre si, dado
la aplicacién de sus contenidos en el resto de las disciplinas que
conforma el contenido matematico, enfatizando en menor medida
en la forma que comprenden y se deducen en nuestros estudiantes
los contenidos de la trigonometria. En la ensefianza de la trigo-
nometria se observa la tendencia de los docentes a centrar el uso
de los valores notables y el nulo uso de calculadoras y asistentes
matematicos (Martinez, 2012), cuestion que en el aprendizaje se
comporta de manera similar. Entre las deficiencias de la ensenanza
de la trigonometria, se encuentra que el estudio de las 1D se realiza
de una manera mecanica utilizando procedimientos que enmas-
caran la esencia de un proceso de deduccidn, representacion y de
generalizacion de una relacion trigonométrica.

La palabra trigonometria se deriva de dos palabras griegas:
trigonon (tridngulo) y metria (medicién). La trigonometria retine
en una sola teoria dos tipos muy diferentes de aplicaciones, por un
lado, para estudiar las relaciones numéricas entre los lados y los
angulos de los triangulos y, por otro lado, para analizar los proble-
mas relativos a los hechos periédicos Dorce (2019).

El tratamiento de los contenidos en la ensefianza y el apren-
dizaje de la trigonometria se fundamenta desde la linea directriz:
Formular y resolver problemas (Ballester et al., 2015), donde esta
tematica se vincula a la resolucion de ejercicios y problemas, pues
brinda amplias posibilidades para continuar ensefiando a resolver

problemas, donde el estudiante se enfrenta a variados ejercicios con
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caracter de problemas, estableciendo relaciones y dependencias
entre lo dado y buscado, buscando analogias con otros problemas
ya resueltos, variando ciertas condiciones dadas en lo dado, cons-
truyendo esquemas, tablas, diagramas y ademas auto controlando
el resultado obtenido.

El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica en
Cuba se ha visto influenciado por diferentes perfeccionamientos,
desde los cuales se dieron orientaciones tedricas-metodolégicas para
el trabajo con los contenidos de la trigonometria. Las principales
orientaciones que permitieron su tratamiento para el desarrollo de
habilidades en ejercicios y problemas, se dirigen a la memorizacién
y aplicacion del calculo, definiciones y relaciones fundamentales
de la trigonometria, sin lograr una adecuada comprensién y gene-
ralizacion de los objetos de este tema.

Las 0 y la generalizacién del concepto de angulo son parte del
sistema de relaciones que se estudian dentro de este tema. Hacien-
do un uso ampliado del concepto de 1D, podemos incluir no solo
relaciones que se expresan como ecuaciones que se satisfacen para
el valor de la variable que admite, sino también, relaciones concep-
tuales que se representan mediante igualdades de razones, como es
el caso de las razones de Angulos que no son agudos y dependen a
la vez de estos angulos agudos, por ejemplo sen a=sen (180/0-a),

donde a es mayor que 0° y menor que 90°.

3. LA FORMACION DIDACTICO-MATEMATICA, EL EOS Y LA RE-
PRESENTACION SEMIOTICA

La formacién didactico-matematica es una concepcion dirigida a
transformar el desempeiio de los docentes desde la practica peda-
gogica, debido a las necesidades de aprendizaje que presentan los
estudiantes en su formacién integral Montes de Oca (2020). Entre

los fundamentos de esta concepcion se encuentran; el (eos) Godino
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(2009) y la teoria sobre las representaciones semidticas sobre los
objetos matematicos (Duval, 2006); a través de su articulacion desde
lo mas general en la ensenanza y el aprendizaje de la Matematica.

El Eos asume la nocién de practica matematica como un lugar
central. Se considera practica matematica a “toda actuacién o ex-
presién (verbal, grifica, ete.) realizada por alguien para resolver
problemas mateméticos, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a distintos contextos y problemas” (Godino
y Batanero, 1994, p. 33%). Dado que un objeto matemético, en su
version institucional se concibe como un “emergente del sistema
de practicas sociales asociadas a un campo de problemas” (p. 335),
el significado de un objeto queda determinado por el “sistema de
précticas institucionales asociadas al campo de problemas de las
que emerge el objeto en un momento dado” (p. 338).

Para el disefio y valoracion de la actividad matematica mediante
el desarrollo de situaciones se utilizan como objetos los definidos

por (Godino et al., 2017, p. 3):

Situaciones- Aplicaciones intra-matematicas o extra-matematicas, entendidas como las
problema tareas que inducen la actividad matematica.
. Términos y expresiones mateméticas; notaciones, simbolos, representacio-
Lenguajes

nes graficas en sus diversos registros (gestual, oral, escrito).

Entidades matematicas que se introducen mediante deseripeién o
Conceptos

definieién.
Proposiciones Propiedades o atributos; enunciados sobre conceptos.
Procedimientos Técnicas de caleulo, operaciones y algoritmos.
Enunciados requeridos para justificar o d trar las iei o
Argumentos q paraj L) Y

expliear los procedimientos.

Los objetos matematicos que intervienen y emergen de los
sistemas de practicas matematicas se relacionan entre si. Asi, las
situaciones-problemas son la razén de ser de la actividad matema-

tica; el lenguaje constituye el instrumento de trabajo matematico y
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representa las demas entidades; los argumentos fundamentan los
procedimientos y las proposiciones que relacionan los conceptos
matematicos entre si. El reconocimiento de la trama de objetos
interrelacionados que interviene en dichas practicas ayuda a com-
prender y gestionar los procesos de estudio matematicos, asi como
tomar conciencia de la complejidad ontosemidtica de la actividad
matematica como factor explicativo de las dificultades en dichos
procesos.

Se toma en consideracion la implicacion de las representaciones
semidticas en la realizacién de actividades matematicas (Duval,
2006), y su influencia en el mejoramiento del desempefio de los
estudiantes en el dominio de los objetos matematico en su aprendi-
zaje. Se tiene en cuenta la mediacion de la tecnologia para facilitar
la direccion del proceso de aprendizaje de los objetos, practicas y
procesos (Almonte y Gareia, 2016). Por el interés de desarrollar
la resolucion de problemas a través del estudio de los procesos de
deduccion de relaciones y de representaciones matematicas, con
vista a valorar las transformaciones que se tienen en el aprendizaje,
asumimos la categoria de situacion diddctica-matematica, definida

como:

“formas de presentacién del contenido y un recurso meto-
dolégico que coadyuva a una participacién activa, reflexiva,
responsable y critica de los estudiantes y docentes, pues posi-
bilitan prestar atencién a los requerimientos que constituyen
el nacleo fundamental de cada uno de los campos de aceién del
docente en el tratamiento did4ctico de los objetos y procesos
matematicos, con especial atencion a los relacionados con la
comunicacidn que se lleva a cabo en el contexto del aula, el
trabajo con los diferentes registros de representaciéon semidtica
y la utilizacién del lenguaje matemético, entre otros” (Montes
de Oca, 2020, p.276).
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Las situaciones did4cticas nos permiten disefiar un conjunto
de situaciones matematicas que comparten dentro de la actividad
de resolucién de problemas el trabajo con los objetos y procesos
matematicos. De aqui podemos definir los objetos y procesos
esenciales que facilitan una apropiacion reflexiva e idénea de los
contenidos matematicos.

Una situacion diddctica propone una manera de organizar el trabajo
del docente y de los alumnos a propdsito de un saber matematico
pretendido, que se considera idonea en términos del aprendizaje
de los alumnos. Una situacién matematica incluye un problema
al cual se le atribuye un significado pretendido y personal, el cual
comparte la distincién entre ejercicio, situacion-problema y pensar
matematicamente (Noda, 2001), esto genera el reconocimiento de
los objetos y procesos desde una ensefianza que se caracteriza por
ser reflexiva e idonea para la apropiacién de los conocimientos en
los estudiantes. Para Brousseau (1997), en la situacién did4ctica
el docente y el estudiante establecen reglas y acciones implicitas,
cuya finalidad es que la situacion didactica que se proponga permita
explicar y articular los diferentes objetos, practicas, procesos, ete.
due se presentan al estudiante al solucionar problemas. El término
de proceso lo interpretamos como una secuencia de acciones que es
activada o desarrollada, durante un cierto tiempo, para conseguir
un objetivo, generalmente una respuesta (salida) ante la propuesta
de una tarea matemadtica (entrada) (Font y Rubio, 2017). Por lo
due precisamos de manera general, que en la situacion didactica
se concibe como principales componentes el objetivo, las acciones
integradas a las practicas, los objetos, las tareas (problemas) y los

medios que apoyan la ensefianza y el aprendizaje.
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4. PROCESOS DE DEDUCCION Y REPRESENTACION DE PROPOSI-
CIONES MATEMATICAS

Este trabajo esta estrechamente vinculado a la deduccién de pro-
posiciones o relaciones matematicas y su representacion como pro-
cesos matematicos, que pueden ser desarrollados en los docentes
a través de situaciones didacticas, que impactan en el aprendizaje
de los estudiantes. Especificamente relacionado con la deduccion
légica y la representacién semidtica de 1p y la generalizacion del
concepto de 4ngulo, mediante la realizacién de ejercicios (problemas
o situaciones-problemas) que parten de identificar como ntcleo
conceptual una relacién matematica que propicia el tratamiento
de los objetos matematicos a través de los procesos mencionados.
En el nivel preuniversitario el trabajo con la deduccién de algunos
teoremas se basa fundamentalmente en la evaluacién de conceptos
basicos de la teoria, ademas de, sistematizar reglas de inferencia
para la demostracion de teoremas. La deduccion y la induceion
matematica en este nivel deben potenciar: el estudio eficiente de
los procesos matematicos que se tratan, la racionalidad del trabajo
mental y el uso de los recursos heuristicos para la basqueda de la
solucién de un problema Alvarez, Almeida y Villegas (2012).

En nuestro caso, proponemos que la deduccidn se realice a partir
de proposiciones conocidas para obtener una nueva proposicién
cuya veracidad esta asegurada. En esta via ldgica del conocimiento
la obtencidn y el aseguramiento transcurren simultaneamente. Las
orientaciones metodoldgicas que se dan actualmente proponen
due, para deducir un concepto o llegar a la demostracién de una
proposicién se requiere de la evaluaciéon de los conceptos basi-
cos de la trigonometria. Para el desarrollo de la deducciéon y la
representacion de relaciones matematicas, agregamos que la de-
duccidén también se puede tratar a partir de introducir conceptos

y procedimientos apoyados en nuevas formas de representacion
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semidtica, que garantizan la generalizacion de conceptos y de las
proposiciones matematicas.

En el caso especifico de las 1p, enfatizamos en la demostracion
mediante la introduccién del concepto de razén entre segmentos,
apoyado en registros semidticos de tipo aritmético, algebraico y
trigonométrico, y no solamente en la evaluaciéon desordenada de
expresiones matematicas. Las principales representaciones del
concepto de razén que se representan y que deben de articular
en la conversidén de registros semidticos, durante la tarea que se

proponga son los que aparecen en la figura 1.

Fracciones con numerador y Fracciones con  numerador y

denominador real, ejemplos: denominador que dependen de una

o : emplos: £ V3¢ VE¢

s variable real, ejemplos: 20" 20" 20
donde c¢ es la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo.

Trigonométrica

3

Expresiones trigonométricas que nombran la razén de un
4angulo, ejemplos: sen 60°, cos 60°, sen 45°

Figura 1. Conceptos dque se representan en la deduccién
de las identidades trigonométricas

De este analisis se desprende que la deduccion y representacion
de proposiciones matematicas van acompainando el desarrollo de
la actividad matematica. Se trata de procesos que cuando se enfo-
can desde relaciones matematicas, proporcionan la reflexion, la
interpretacion y la comprensién sobre el aprendizaje de los objetos
matemadticos. De manera general el disefio de la situacion didactica
lo presentamos a partir de los componentes: objetivo, situacion-pro-
blema, acciones y la solucién del problema manifestando los objetos

y procesos de estudio.
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4.1. SITUACION DIDACTICA
El objetivo de esta situacion es la obtencion de las 1p. Se parte ini-
cialmente de conocer las relaciones que se cumplen en un triangulo
rectangulo, tales como, el teorema de Pitagoras y luego a partir de
aqui realizar transformaciones sobre estas relaciones que nos lleven
a obtener las 1p. Las acciones siguientes seran desarrolladas por
los docentes para lograr que los alumnos a partir de relaciones en

el triangulo rectangulo deduzcan las 1p.

Ejercicio: Dado el tridngulo ABC, B8

rectangulo en C, cuyos lados son: a, by c. c
(0° <a<90) ?
A
C b
a. Establece todas las posibles razones entre los lados del triangu-

lo. Relaciénalas con las razones trigonométricas del angulo a.

a b b [¢ c
Sen «=- cos x = - ’tan o<=§ kotoc:- ksc X=-5eC X= -
c’ cr’ ’ ar a b

Plantea la relacidén que establece el teorema de Pitagoras y

transférmala en una relaciéon que contenga razones entre los
lados del triangulo ABC.

Representacién y tratamiento del registro algebraico del concepto de razén

a? +b* =c?

a\z  (b\*

&+ -

C C,
(Dividiendo por ¢? en ambos
miembros)

®) +1=@

(Dividiendo por b? en ambos miembros y

hallando reciproco)

*(a) =%—)z

(Dividiendo por a? en ambos
miembros y hallando reciproco)

c. Sia=30° comprueba que se cumple las identidades obtenidas.

to de razén

Representacién y trata

to del registro aritmético del c

P

6 +(2) -

() +1- ;
(%)
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d. Representa cada relacién obtenida en el inciso anterior en

funcion de una razén trigonométrica.

Representacién y tratamiento del registro tri
sen?30° + cos?30° = 1

étrico del concepto de razén

1
c0s230° sen230°

1
tan?30° + 1= ———— ’ 1+ cot?30° =

e. Generaliza las relaciones trigonométricas anteriores que se

forman para todo angulo cuyas medidas estan entre 0° y 90°.

Representacion y trat: to del registro trig étrico del concepto de razén
z 2 = 1
sena® + cosa® =1 tan? ¢ +1=——— 1+ cot? x= ———
cos? « sen? «

Para lograr una deducciéon mas certera de las 1p y su compren-
sidn, esta actividad puede realizarse para los valores de y de los
lados del tridngulo dados en la tabla siguiente.

a a b c
45° V2 V2 2
60’ V3 1 2

36,9 3 4 5
22,6° 5 12 13

La situacién anterior permiti6 entre los docentes el analisis de
los objetos y los procesos matematicos que abordamos en el trata-

miento didactico de las 1. Describiéndolos como:

Identificar razones trigonométricas, introducir razones de longitudes

Situaciones- . . .
roblema de segmentos a partir del teorema de Pitdgoras, comprobar relaciones,
1 deducir y generalizar ID.
Razén entre segmentos, razén algebraica, r: numérieas a través
Lenguajes de tablas y razén trig étrica, relacion y proposiciéon matematiea,
identidad, representacion grafica.
Conceptos Triangulo rectangulo, razén matematica y relacién.
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Teorema de Pitdgoras, transformaciones sobre una ecuacién

Proposiciones q
P algebraica.

Procedimientos Caleculo con fracei y evaluaci de expresiones algebraicas.

Las operaciones (multiplieacién, divisién, potenciacién) que se reali-
Argumentos zan sobre el teorema de Pitdgoras permiten introducir razones entre
segmentos que generalizan la obtencion de ID.

4.2 SITUACION DIDACTICA
El objetivo de esta situacion es presentar a los docentes que imparten
el décimo grado, el tratamiento didactico que inicia la generaliza-
cién del concepto de angulo cuya medida no esta solo en el rango
de (0° < a < 90°) , a partir del concepto de razdn trigonométrica.
Esta situacion se trata con el uso del Geogebra, para mostrar a los
docentes como pueden emplear de forma dindmica las relaciones
due tratan sobre 1p. Las acciones siguientes seran desarrolladas por
los docentes para lograr que los alumnos relacionen el seno de un
angulo agudo (o del primer cuadrante) con la razén de un dngulo
cuya medida esta en el intervalo [90°,180°].
Ejercicio: ABcD es un paralelogra-
mo, BD es una diagonal y O es su
punto medio, demuestre due el
area del triangulo Aop es igual al

area del tridngulo aos utilizando /

un argumento trigonométrico.

a. Plantea una férmula para el calculo del drea del tridngulo AOD,

utilizando como argumento trigonométrico el angulo AOD como

AOfD sen(a)

el anguloa. A =
b. Establezca una relacion entre las areas de los triangulos AOD y

el triangulo AOB, utilizando el anterior argumento trigonomé-
trico en los angulos AOD y AOB.
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AO0.BO
2

A0.0D
2

sen(a) = sen(180° — a)

c. Relacionelos elementos que deben ser iguales en ambas férmu-
las para probar que las areas son iguales. (0D = BO, por ser 0
punto medio de la diagonal, sen (a) = sen (180° — a))

d. Muestre con el uso del Geogebra la relacion que existe entre
el sen a y sen (180° — a). Para esta accion, se necesita definir
la razon trigonométrica de un angulo obtuso como aparece en
una de las graficas y saber con el Geogebra: construir y marcar
angulos, hallar componentes de un punto, calcular cocientesy

raices, entre otras operaciones.

160%-a

@
El

(representacion del problema)

(representacion sobre el sistema

de ejes de coordenadas)

(representacion de la transporta-

cién de a al segundo cuadrante)
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A —
2 r=r?+y* = 2.8284
( L & N 2 -
sen(180" —a) = ;j = seno = 07071 : ' senfon) = Ij = %081 =0.707L
| 18000
a \
. : o $ : , - .
=] -G 4 2 o 2 4 [
E

(representacién de la obtencion del valor de la razén de un 4ngulo obtuso)

Para lograr una deduccién de las razones trigonométricas de
angulos que no son solo agudos, la comparacion a través de la
ubicaciéon del angulo agudo del primer cuadrante hacia el resto
de los cuadrantes, usando el geogebra, favorece la comprension,
la representacion y la generalizacion, de estos procesos sobre
concepto de angulo. Esta idea nos permite plantear una tercera
situacion diddctica que permite deducir y relacionar las razones
trigonométricas para angulos cualesquiera que estan en el interva-
lo. La situacién anterior permitié entre los docentes describir los

objetos matematicos siguientes:

Situaciones- q A g Aeeqy
Establecer relaciones entre areas y razones trigonométricas.
problema
Area de un triangulo, razén trigonométrica, seno de angulos agudos y obtu-
Lensuaies s0s. Movimiento de un 4ngulo agudo. Relacion entre areas, sistema de ejes
suaj de coordenadas, componentes de un punto, distancia entre puntos, y todo lo
relacionado con un triangulo usando el Geogebra.
Paralelogramo, area de un triangulo, Angulo agudo y obtuso, relacién
Conceptos gramo, 8 . 8 K El ?
matematica.
.. Férmulas de areas de triangulos y relacion entre areas de un triangulo
Proposiciones . B
empleando la trigonometria. Igualdad de elementos.
Procedimientos Caleulo de razones de dngulos agudos y obtusos con el uso del Geogebra.

Comparacion de razones trigonométricas de angulos agudos y obtusos.

Se requiere comparar la igualdad de las Areas en diferentes representacio-
Argumentos nes para comparar sus elementos. Se utiliza el Geogebra para generalizar
la igualdad de razones entre un angulo agudo y otro obtuso.
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4.3 SITUACION DIDACTICA
El objetivo de esta situacion es generalizar las razones trigonomé-

tricas de un angulo cuya medida esta entre y, a partir de, relacio-
nes que se forman con las razones de un angulo agudo. Para esta
situacion se necesita utilizar los procedimientos anteriores sobre
calculo de razones y generalizarlos a través del calculo, al ubicar
el angulo agudo en cualquier cuadrante para relacionarlo con un
angulo cuya medida esta entre 180°y 360°. Las acciones siguientes
seran desarrolladas por los docentes para lograr que los alumnos
relacionen la razén de un angulo agudo con un angulo cuya medida

esta en el intervalo [90°y 360°].

Ejercicio: Obtenga los valores del seno, coseno, tangente y co-

tangente de un angulo sobre el intervalo .

a. Identifica la razdn trigonométrica en cada cuadrante.

= R r= VaZ+ y2 = it
sen(a) = ¥ b sen(180° — a) ! r

| |
cos(a) — = r | cos(180° — a) X
tan(a) = 2 | tan(180° — a) !
anitay — = | cot(180° — a)

£ 1
ppa— e VETE
sen(180° + a) sen(360" — a)
cos(180" + a) cos(360" — a)
tan(180° + a) tan(360" — a)
cot(360" — a)

cot(180" + a)

b. Halla el seno, coseno, tangente y cotangente del angulo a tal

dque 0° < a < 90°.
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c. Defina el seno, el coseno, la tangente y la cotangente de un
angulo del segundo, tercer y cuarto cuadrante, teniendo en

cuentaquex >0yy>0.

r=JTT r=JETy r=JTT

-y -y
sen(180° + a) = —sen(a) = — sen(360° — a) = —sen(a) = —
sen(180° — a) = sen(a) =¥ ( ) @ r ( ) @ r
—x x
—X ¢0s(180° + a) = —cos(a) = — c0s(360° — a) = cos(a) = —
cos(180° — a) = —cos(a) = — ( ) @ r ¢ ) @ r
4 -y -y
y tan(180° + a) = tan(a) = — tan(360° — a) = —tan(a) = —
tan(180° — ) = —tan(a) = — ( ) @ —x ( ) @ x
e VAL« EFET LR ! mf\
sen(1800 - a) = sen(a) = ¥ w —— w0071 I} T SRR
U Lae * b h i
g 2 el N — 1 /T |
(I8~ a) = ~cos(a) Y] 007 raVETR v“’l*l)“'lfl)" 1418 K -l ==
| oy (1) e A2
tan(180° = a) = <tan(a) = L 1 P i) = e P PO
£ " senf180"+ a) = =senfa) = < = g = =007 af w0 ~) w -sf) » Illll” 0707
(180" = a) = ~col(a) ® = 1 oosle) m = 7 .
: A Tk ) @s(180+0) = -cos(a) = —= = = = -0.07) (300 - 0) = (o) : i " 0
» . S A2
e . e tan(180" + ) = tanfa) = ;f == =] a N tan(360° « o) = «tan(a) y . |
| " -r =l b P
H \ wt(180" 4 a) = cal(a) &l wl(30° = ) = ~cot(a) & = = = 5 <]
R o " " “ vl

La situacion anterior permitié entre los docentes que imparten la

trigonometria en el décimo grado describir los objetos matematicos

sigulentes:
Situaciones- . 9 q P
actones Deducir y generalizar razones trigonométricas.

problema

Razon trigonométrica. Cuadrante, Angulo axial. Sistema de ejes de coor-
q denadas. Numero racional e irracional (detallando que el asistente mate-

Lenguajes 2 9 02 2

matico tra una aproxi del valor de los elementos del tridngulo

rectangulo). Geogebra e Identidad trigonométrica.
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Razén, angulo nulo, agudo, obtuso, sobre obtuso, axial y el de Angulo

Conceptos .
P completo. Férmula de reduceién.
Proposiciones Igualdad de razones, relacién e identidad trigonométrica.
Procedimientos Céalculo de razones de d4ngulos que estan en el intervalo con el uso del
Geogebra. Comparacién de razones trigonométricas.
Se compara mediante una relaciéon de razones trigonométricas utilizando el
Argumentos

Geogebra para la generalizacion del ealculo de razones trigonométricas.

Después de presentadas y analizadas con los docentes estas
situaciones didacticas, es posible proponer como criterio que
cuando se articulan en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
trigonometria los diferentes tipos de representaciones propuestas
y mostradas anteriormente del concepto de razdn, es posible mejo-
rar sustancialmente el aprendizaje de los objetos matematicos y el
desarrollo de los procesos matematicos. Ademas de esto, con este
disefio de situaciones did4dcticas se muestra la implementacion de
los procesos de deduccidon de relaciones, representacion y genera-
lizacién matematica que facilitan la resoluciéon de problemas en
la trigonometria, donde el rol de la tecnologia es importante para

dinamizar el papel de las representaciones matematicas.

5. REFLEXIONES FINALES

En la preparacion metodoldgica que se desarrolld en el Preuniversi-
tario “Alvaro Morell” del municipio Camagiiey con los docentes que
imparten el décimo grado en este municipio, se trataron las situa-
ciones did4acticas aqui presentadas. En esta actividad participaron
1% docentes, que deben poner en practica los objetos, las practicas
y procesos que aqui se trataron. Los docentes manifestaron la
importancia de tratar los objetos y procesos matematicos al nivel
due se presentan, desde el enfoque del ros, pues alegan que son
elementos activos en la ensefianza y el aprendizaje de la matematica
que los docentes deben tener en cuenta. Ademas, consideran que
el uso de los asistentes matematicos facilita la profundizacion del

conocimiento de los objetos y procesos de la actividad matematica.
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El aporte practico de los resultados del presente trabajo se expresa
en un nuevo disefo del tratamiento didactico de la obtencion de
proposiciones matematicas, tomando como un nutcleo conceptual
la identificacion de relaciones matematicas, que permiten deducir
y representar el tratamiento de los objetos matematicos desde la
concepcidn de una situacion didactica que concibe el uso adecuado
de los asistentes matematicos.

Este trabajo nos brinda la posibilidad de integrar la perspectiva
histérico—cultural del desarrollo humano, con el Eos y los cambios
de registros de representacion semiotica, desde la concepcion de
la formacién didactico-matematica en el proceso de ensefan-
za-aprendizaje de la Matematica. Con el desarrollo de situaciones
didacticas y el nticleo conceptual que presentamos, se obtienen
nociones basicas para la generalizacion del concepto de angulo,
que contienen nuevos problemas que articulan los procesos de

estudios de deduccion y representacion de relaciones matematicos.
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Resumen

Se presenta el avance de tesis doctoral que tiene como objetivo hacer
un networking de teorias entre la Teoria Ampliada de las Conexiones
Matematicas (tac) y el Enfoque Ontosemiético (0s), que consi-
deran importante la nocion de conexion. La literatura reporta que
en el analisis de las conexiones no se presentan explicitamente los
objetos matematicos que se conectan y los estudiantes y algunos
profesores tienen dificultades para conectar significados y multiples
representaciones de la derivada. Dado que se presentan ambigiie-

dades para analizar los datos con la teoria de conexiones, en los
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resultados se muestra una sintesis de la ampliacion de la teoria de
conexiones (Tac), el networking de teorias y un ejemplo de analisis
con un episodio sobre la derivada como contexto de reflexion. Se
concluye que, una conexion esta constituida por un conglomerado
de practicas, objetos, procesos y funciones semidticas.

Palabras elave: articulacion de teorias, conexiones matemdticas, en-

JSoque ontosemidtico, derivada.

Abstract

The advance of the doctoral thesis is presented that aims to networking
of theories between the Extended Theory of Mathematical Connections
(erc) and the Onto-semiotic Approach (osa), which consider the no-
tion of connection tmportant. In the literature, it is reported that in the
analysis of the connections the mathematical objects that are connected
are not explicitly presented and that students and some teachers have
difficulties in connecting meanings and multiple representations of the
derivative. Given that there are ambiguities to analyge the data with
the theory of connections, the results show a synthesis of the extension
of the theory of connections (Tac), the networking of theories and an
example of analysis with an episode on the derivative as context of
reflection. It is concluded that a connection is constituted by a conglo-
meration of practices, objects, processes and semiotic functions.

Keywords: networking of theories, mathematical connections, onto-se-

miotic approach, derivative.
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1. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES
La investigacion en Educacion Matematica y los curriculos inter-
nacionales centrados en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas, consideran que las conexiones matematicas
son fundamentales para que los estudiantes comprendan concep-
tos matemadticos, usen significados, diferentes representaciones y
trabajen las matemaiticas vinculadas con la vida real (Association
of Mathematics Teacher Educators [aMTE], 2017; Garcia-Gareia y
Dolores-Flores, 2019; National Council of Teachers of Mathematics
[ncTM], 2000; Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vasquez y Font, 2020).
Las conexiones matematicas se han investigado desde distintos
niveles educativos, por ejemplo, en educacién primaria, Kenedi et al.
(2019) sostienen que, hacer conexiones permite que el aprendizaje
de las matematicas sea mas significativo y contribuye al desarrollo
de la resolucion de problemas. En el nivel preuniversitario y univer-
sitario han enfatizado en conceptos como la derivada y la integral
(Garcia-Garceia y Dolores-Flores, 2018; 2019; Rodriguez-Nieto et
al., 2020; Rodriguez-Nieto, Font, Borji y Rodriguez-Visquez, 2021).
Otros estudios se han enfocado en los profesores de matematicas
para estudiar la calidad de las conexiones (Mhlolo, 2012), las cone-

xiones sobre la derivada (Rodriguez-Nieto et al., 2020), entre otros.

1.1. CONTEXTO DE LA PROBLEMATICA DE INVESTIGACION
Particularmente, los estudios sobre la derivada se han desarrollado
desde distintos marcos tedricos, por ejemplo, con la teoria AroE
(Fuentealba et al., 2019). Con el Eos como referente teérico, Pino-Fan,
Godinoy Font (2015) mencionan que los futuros profesores presentan
dificultades para conectar significados parciales de la derivada, y,
por otra parte, Sari, Hadiyan y Antari (2018) evidenciaron que los
estudiantes tienen dificultades para conectar miltiples representa-

ciones de la derivada. Asimismo, Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vas-
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quez y Gareia-Garefa (2021) reportaron las conexiones mateméticas
due hacen futuros profesores en la resolucion de problemas sobre
la derivada y mostraron que uno de los futuros profesores tiene
un significado equivocado sobre la derivada, lo cual le llevd a no
hacer conexiones entre representaciones diferentes y a proceder
inadecuadamente para resolver un problema.

También, la derivada se ha investigado por medio de redes teori-
cas “networking of theories”, por ejemplo, mediante un networking
entre la teoria Aok y el £os, Font, Trigueros, Badillo y Rubio (2016)
conceptualizaron la nocion del objeto derivada, realizaron una
descomposicidn genética con el ApoE y luego hicieron un analisis
de la actividad matematica usando herramientas del Eos. Posterior-
mente, Borji, Font, Alamolhodaei y Sinchez (2018) usaron la apoE
y EOs de manera combinada para estudiar la comprension de la
derivada en un contexto grafico. Pino-Fan, Guzman, Font y Duval
(2017) articularon la teoria de representaciones semidticasy el Eos,
haciendo énfasis en la derivada y las representaciones. Asimismo,
en Rodriguez-Nieto et al. (2020) se muestra la ampliacion de la
teoria de las conexiones matematicas cuando la articularon con
la teoria de la metafora conceptual, donde emergio la categoria de
conexion metaférica.

Otras investigaciones centradas en la aplicacién de redes de mar-
cos tedricos a otros conceptos matematicos resaltan la importancia
de este tipo de estudios (Drijvers, Godino, Font y Trouche, 2013;
Tabach, Rasmussen, Dreyfus y Apkarian, 2020), porque el trabajo
en red de teorias no solo enfatiza la teoria y el trabajo con teorias
de diferentes perspectivas, también es “un enfoque metodolégico
para la investigacién tedrica y empirica que conecta diferentes
teorias para ampliar y profundizar la comprensién de los proble-
mas” (Kidron y Bikner-Ahsbahs, 2015, p. 221). Cabe destacar que,

las articulaciones de teorias se hacen respetando los principios
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conceptuales y metodoldgicos de cada teoria, comparandolas, con-
trastandolas e integrandolas (Prediger, Bikner-Ahsbahs y Arzarello,
2008). Considerando la importancia que tienen las conexiones
matemadticas y el trabajo en red de teorias, se reconoce que para
la Tac y el Eos la nocién de conexién es importante, y con base en
ambos marcos tedricos se ha estudiado la derivada. En esta linea,
es pertinente investigar sobre conexiones con estas dos teorias de
manera integrada para favorecer a un analisis mas detallado de
las conexiones. Por lo tanto, en este estudio se muestra el avance
de tesis doctoral que trata de la articulacién de las teorias Tac y
EOS para el anilisis de las conexiones matematicas a través de un
networking of theories publicado (un avance de los resultados de

dicha tesis se hallan Rodriguez-Nieto et al., 2021).

2. MARco TEGRICO
En este apartado se presenta la conceptualizacién de la conexién
matemadtica, la tipologia de conexiones matematicas contempladas

en la Tac y algunas herramientas tedricas del eos.

2.1. LAS CONEXIONES MATEMATICAS EN EDUCACION MATEMATICA
En el campo de la Educacion Matematica, diversos autores han con-
ceptualizado el término conexién matematica, por ejemplo, Brown
(1983) asegurd que las conexiones matematicas “son una relacién o
asociacion causal o 1dgica, una interdependencia” (p. 281). También,
para Businskas (2008) son entendidas como “una relacién verdadera
entre dos ideas matematicas Ay B” (p. 18). Estas definiciones tienen
similitudes a las usadas en los curriculos internacionales (AMTE,
2017; NCTM, 2000) cuando se refieren que las conexiones son es-
tandar de proceso que permite relacionar conceptos, significados,
representaciones, asi como vincular las matematicas con la vida real.

Particularmente, en esta investigacion entendemos una conexion
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matemética como “un proceso cognitivo mediante el cual una per-
sona relaciona dos o mas ideas, conceptos, definiciones, teoremas,
procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras
disciplinas o con la vida real” (Gareia-Gareia y Dolores-Flores, 2018,
p-229). Adema4s, las conexiones mateméticas se categorizan en dos
grandes grupos: intramatematicas y extramatematicas. Por su parte,
las conexiones extramatemadticas se dan cuando “se relaciona un
concepto o modelo matematico con un problema en contexto o de
aplicacidn o, viceversa. Incluyen las conexiones entre contenidos
matematicos con otras disciplinas curriculares y con situaciones de
la vida diaria” (Dolores-Flores y Gareia-Gareia, 2017). Mientras due,
las intramatematicas “se establecen entre ideas, conceptos, proce-
dimientos, teoremas, representaciones y significados matematicos
entre si” (Dolores-Flores y Garcia-Gareia, 2017). En este trabajo
consideramos las conexiones intramatematicas que se describen

a continuacién:

1. Representaciones diferentes: son identificadas cuando el sujeto
representa los objetos matematicos usando representaciones
equivalentes y alternas (Businskas, 2008). Las equivalentes son
transformaciones de representaciones de un mismo registro, por
ejemplo, P (x) = 6x2 +4 x es equivalente a P (x) = 2x (3x + 2).
Las representaciones alternas se refieren a representaciones de
un mismo objeto donde se cambia el registro en el cual fueron

formadas (por ejemplo, grafica-algebraica) (Businskas, 2008).

2. Procedimental: se identifican cuando un sujeto usa reglas, algo-
ritmos o formulas para o resolver una tarea matematica. Este
tipo de conexion son de la forma: A es un procedimiento para
trabajar con un concepto B (Garcia-Gareia y Dolores-Flores,

2019). Por ejemplo, usar la férmula L@ g1 = £ g@ + ) 'O
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para hallar la derivada de un producto de dos funciones.

Parte-todo: se presenta cuando las relaciones ldgicas se establecen
en las dos formas siguientes: a) La relacién de generalizacién
es de la forma A y es una generalizacion de By B es un caso
particular de A (Businskas, 2008; Garcia-Gareia y Dolores-Flo-
res, 2019); b) La relacién de inclusién viene dada cuando un
concepto matematico esta contenido en otro. Por ejemplo, los

irracionales estin contenidos en los reales.

Implicacion: se identifican cuando un concepto A conduce a
otro concepto B por medio de una relacién légica (4 X B)
(Businskas, 2008). Por ejemplo, si ¥"(c)<0, entonces tiene un

valor maximo relativo en c.

Caracteristica: se identifica cuando la persona expresa algunas
caracteristicas de los conceptos o describe sus propiedades
en términos de otros conceptos que lo hacen diferentes o si-
milar a los otros (Garcia-Gareia y Dolores-Flores, 2019). Por
ejemplo, X(x)= ax” tiene un coeficiente (@), una literal () y un

exponente (n).

6) Reversibilidad: se presentan cuando un sujeto empieza desde
un concepto A para obtener un concepto B e invertir el proceso,
empezando desde B hasta retornar a A (Garcia-Gareiay Dolo-
res-Flores, 2019). Por ejemplo, cuando se reconoce la relacién
bidireccional entre derivada e integral como operaciones in-
versas y cuando se utiliza el Teorema Fundamental del Calculo
como una forma de vincular ambos conceptos (Garcia-Gareia

y Dolores-Flores, 2018).
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7. Significado: se identifica cuando un sujeto “atribuye un sentido
a un concepto matemético, es decir, lo que significa para él [...].
Incluye aquellos casos en los que un estudiante da una definicién
que él o ella ha construido para estos conceptos” (Gareia-Gareia
y Dolores-Flores, 2019). Por ejemplo, la derivada en un punto

es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto.

Ademés, Gareia-Gareia y Dolores-Flores (2018) afirman que, “las
conexiones matematicas surgen cuando los estudiantes resuelven
tareas especificas y pueden identificarlas en sus producciones escri-

tas o en los argumentos orales o mimicos que desarrollan” (p. 229).

2.2. ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

Es un sistema tedrico inclusivo sobre el conocimiento y la instrue-
cién matematica, motivado por la necesidad de clarificar, articular
y mejorar nociones tedricas y metodoldgicas de diferentes marcos
tedricos. Ademads, surge para tratar de dar respuesta a cuestiones
fundamentales para la Educacién Matematica, por ejemplo: ;Qué
es un objeto matemdtico?; o bien, ;Cudl es el significado de un objeto
matemdtico? (Godino y Batanero, 1992).

En el os es fundamental describir la actividad matematica
desde una perspectiva institucional o personal, la cual se modela
en términos de practicas y de configuracion de objetos primarios
y procesos que son activados en dichas practicas (Font, Godino y
Gallardo, 2013); donde, la prictica matematica es entendida como
“toda situacioén o expresion (verbal, griafica, simbdlica) realizada
por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros con-
textos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p.332). También, se
tienen en cuenta seis objetos (situaciones problemas, elementos

lingiiisticos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades,
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procedimientos y argumentos), a los cuales se les denomina objetos
primarios y conectados entre si forman la configuracién de objetos
primarios (Godino, Batanero y Font, 2019). Desde la perspectiva
de Font, Godino y Gallardo (2013) el “objeto” se usa en un sentido
amplio para referirse a cualquier entidad que, de alguna manera,
esta involucrada en la practica matematica y puede identificarse
como una unidad.

Por otra parte, una configuraciéon es un conjunto o sistema
heterogéneo de objetos relacionados entre si. La configuracién de
objetos puede ser institucional (epistémica) o personal (cognitiva)
(Godino et al., 2019). Los objetos primarios que participan en la
practica pueden hacerlo de diferentes maneras (manera de estar),
las cuales son el resultado de las distintas maneras de ver, hablar,
operar, ete. sobre los objetos primarios; los cual permite hablar
de objetos primarios personales o institucionales, ostensivos o
no ostensivos, unitarios o sistémicos, intensivos o extensivos y de
contenido o expresion. La configuracion epistémica es el sistema
de objetos primarios que, desde una perspectiva institucional estan
involucrados en las practicas matematicas llevadas a cabo para
resolver un problema especifico y la configuracién cognitiva es el
sistema de objetos matematicos primarios que un sujeto moviliza
como parte de las practicas matematicas desarrollas para resol-
ver un problema especifico (Godino et al., 2019). El conjunto de
objetos primarios emerge en la actividad matematica a través de
la activacién de procesos matemadticos primarios (comunicacion,
planteamiento de problemas, definicion, enunciacion, elaboracion
de procedimientos (algoritmos, rutinas, ...) y argumentacion)
derivados de la aplicacién de la perspectiva proceso-producto a
dichos objetos primarios, estos precisos se dan juntamente con
los derivados de aplicar la dualidad proceso producto a las cinco

dualidades comentadas anteriormente (institucional/personal,
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expresion/contenido, ostensivo/no ostensivo, unitario/sistémico
y extensivo/intensivo): personalizacién-institucionalizacion; sinte-
sis-analisis; representacidn-significado; materializacion-idealizacion;
generalizacién-particularizacién (Font et al., 2013; Font et al., 2016;
Godino et al., 2007). La resolucién de problemas y el modelado
matematico deben considerarse mas bien como “hiperprocesos”
matematicos que combinan algunos de los procesos acabados de
comentar (Godino et al., 2007).

Otro componente importante en el Eos es la nocién de funcion
semidtica que permite asociar las practicas con los objetos y pro-
cesos due se activan y admite construir una nocién operativa del
conocimiento, significado, comprensiéon y competencia (Godino et
al., 2007). Una funcién semidtica es una relacion triddica entre un
antecedente (expresion/objeto inicial) y un consecuente (conteni-
do/objeto final) establecida por un sujeto (persona o institucién)
de acuerdo con un cierto criterio o cédigo de correspondencia
(Font, 2007). Las funciones semidticas se infieren cuando se mira

la actividad matematica desde la dualidad expresién/contenido.

3. METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo cualitativa (Cohen, Manion y Morri-
son, 2018), desarrollada en dos etapas: Primero, se presenta una
sintesis del primer resultado del avance de la tesis doctoral donde
se recolectaron los datos a partir de la observacion participante a
un profesor de Calculo Diferencial. En la segunda etapa, se desa-
rroll6 un networking of theories con base en las investigaciones de
Drijvers et al. (2013), Kidron y Bikner-Ahsbahs (2015), Prediger,
Bikner-Ahsbahs ay Arzarello (2008) y Radford (2008).
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4. ANALISIS Y RESULTADOS

Los resultados se dividen en dos partes: primero se presenta la
ampliacién de la teoria de las conexiones matematicas (Tac) y
luego, se muestra una sintesis de un networking de teorias entre

la Tacy el Eos.

4.1. PRIMER RESULTADO: TEORIA AMPLIADA DE LAS CONEXIONES
MATEMATICAS (TAC)
Bajo un enfoque cualitativo en Rodriguez-Nieto et al. (2020) se
reportd un estudio sobre las conexiones matematicas que hace un
profesor cuando ensefa la derivada, el cual fue desarrollado en
tres fases: 1) la recoleccién de datos por medio de la observacién
no participante (Cohen Manion y Morrison, 2018) donde se video-
grabaron ocho clases sobre la derivada, cuyos participantes fueron
un profesor de Calculo Diferencial y sus estudiantes de la carrera
de licenciatura en matematicas de una universidad del estado de
Guerrero, México. Posteriormente, 2) se llevaron a cabo dos anilisis,
uno basado en la identificacidon de las conexiones matematicas con
base las categorias contempladas en el modelo de Businskas (2008),
las aportaciones de Gareia-Gareia y Dolores-Flores (2018) y la im-
plementacion de las seis etapas de analisis tematico (familiarizacién
con los datos, generacion de cddigos iniciales, busqueda de temas
y subtemas, revision de temas —se toman a priori de las categorias
de conexiones—, nombramiento de temas y temas ambiguos, y, el
reporte con nuevos temas) sugerido por Braun y Clarke (2006). En
el reporte se presentan las conexiones matematicas (significado,
representaciones diferentes, procedimental, parte-todo, implica-
cidn, instruceién y caracteristica) establecidas por el profesor (ver

ejemplos en la Tabla 1).
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Tabla 1. Conexiones matemdticas sobre la derivada establecidas

por el profesor.

Cédigo o frase (C)

G ER
Conexion
matematica

Luego forme el cociente incremental,
muévase a la situacién limite y, si el limite

Cx existe como un niumero real, entonces este
limite sera la derivada de(xl:ix f_u(n)cién, ¥ lo Slg“;ﬁc?d‘:: dela Significado
representa: 390% erivada.
Co La pendiente de la recta tangente a la
curva en un punto.
Consideremos esto en un grafico, un
C3 pedazo de grafica (hace la grafica en la
pizarra).
Escribe la representaciéon simbélica corres-
Cy Represent Represent
ondiente a la funcién graficada. P 3
L g sobre la derivada. diferentes
Hizo la representacién simbélica del limite
9 i Tt ()
Cs del cociente inecremental lim = =y la
conectd con otra representacién simbélica
X' (x).
Usé la formula de la derivada de una R q
C6 otencia (xn )’ = nxn-t reglas para resolver Procedimental
p - : problemas.
El profesor coloca un ejemplo: “determinar .
" Relaciones entre
la ecuacidn de la recta tangente a la curva S
. y= %2 + 2, en el punto (2,6)" En este sentido, resy generales Parte-todo
7 el profesor estd usando un caso particular entrse, A
(y = x? + 2) de la funcién cuadratica general P
(y = ax? + b+0) matematicos.
Si se conoce el comportamiento de la recta . o
s Relaciones légicas Sy
C8 tangente, también se conoce el comporta- Implicacién
miento de la curva. (S L3I0 L5 e
Cix Si existe el limite de una funecién, es tinico.
Caracteristicas
Analizamos la continuidad, podemos reco- de la funcion Garacteristica
Ciz  rrer (movernos) a través de ella sin levan- Rontinn

tar el lapiz del papel.

Nota. Esta informacion se presenta ampliamente en
Rodriguez-Nieto et al. (2021).

En Rodriguez-Nieto et al. (2020) se sugiere usar el esquema

de conexidn de la Figura 1. Por ejemplo, cuando el profesor hace
conexiones de significado de la derivada como la pendiente de la

recta tangente a la curva en un punto y como el limite del cociente
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incremental, se evidencia la conexidn entre el término derivada y

el significado mediante un cédigo (C).

/
La pendiente de la
Derivada » recta tangente a la
\curva en un punto

Figura 1. Esquema de conexién matemaética de significado

y

El segundo andlisis surge porque especificamente en la cuarta
fase del analisis tematico se realiz6 una triangulaciéon de los c6digos
y los temas, es decir, se revisaron los temas con un investigador
experto en las conexiones matemaéticas, cuyo referente tedrico
sobre las las conexiones era el modelo sugerido por Garcia-Garceia
y Dolores-Flores (2018). El investigador experto encontré algunas
inconsistencias con algunas conexiones identificadas y éstas fue-
ron reubicadas considerando su opinién. Por ejemplo, el profesor
experto menciond que la conexién de implicacion identificada por
los autores de la investigacion en el extracto asociado al C12 “st una
Suncion tiene un limite, su limite es tnico; por lo tanto, si una funcion
tiene una derivada, su derivada es unica”, debe ser considerada como
una conexién de tipo caracteristica.

Ademas, los autores de la investigacion identificaron una conexion
de tipo caracteristicas en el siguiente extracto “esta curva, tal como
estd, screen que tiene derivada? Puede tener, bajo ciertas restricciones,
a diferencia de las otras, cuando analigamos la continuidad, podemos
recorrer (movernos) a través de ella sin levantar el lapiy del papel”,
coincidiendo con la opinién del profesor experto. Sin embargo,

el profesor no reconocié que en este extracto hay frases donde
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se pueden identificar otros tipos de conexiones. Cabe destacar
due, una frase o cddigo puede sugerir varios tipos de conexiones
simultdneamente (Rodriguez-Nieto et al., 2020), lo cual genera am-
bigiedades al momento de identificar las conexiones con algunas
categorias descritas en la teoria, por ejemplo, la de caracteristica.
En este sentido, en C1i2 de la Tabla 1 se mencionan frases como
‘analizamos la continuidad, podemos recorrer (movernos) a través de
ella sin levantar el lapis del papel” la cual es una expresion meta-
forica que sugiere la metafora conceptual: la grafica es un camino
(Lakoff y Ntifiez, 2000) que este caso es de tipo Grounding. Por lo
tanto, en este tipo de expresiones se pueden reconocer conexiones
metaféricas como un nuevo tipo de conexidn, entendida como “la
proyeccién de propiedades, caracteristicas, etc., pertenecientes a
un dominio conocido para estructurar otro dominio menos cono-
cido (abstracto). Por ejemplo, cuando el profesor o alumno utiliza
expresiones verbales o escritas como podemos recorrer (movernos)
a través de ella (curva) sin levantar el lapiy del papel que implicita-
mente sugieren la metafora conceptual “la grafica es un camino”
(Rodriguez-Nieto et al., 2020), ver en la Figura 2 el esquema de

conexidon metaférica.
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EXPERIENCIAS ESQUEMA DE IMAGENES
CORPORALES _|—)) CAMINO

GUERRERO *
Atspuico

. DOMINIO
OAXACA
DE

LLEGADA

Proyeccién
metaforica

Funcion
continua

‘ Metéfora conceptual

La grafica de una funcién es un camino
0
Expresion
metaforica

Cédigo de correspondencia

Esta pequefla curva, tal como estd, jcree que tiene
derivada? Puede tenesr, bajo ciertas restricciones, a

Antecedente diferencia de las demis, cuando analizamos la
] invidad, podemos recorrer (novimiento) a través
de ella (curva) sin levantar el lapiz del papel. Debemos Consecuente
) cefiimos a las que deben La grafica de
L/ [ > una funcién es
A= o un camino.

Figura 2. Esquema de la conexién metaférica

Fuente: Rodriguez-Nieto et al. (2020)

Con la conexion metaférica se amplia el modelo de conexiones
de Businskas (2008), seguido por Garcia-Gareia y Dolores-Flores
(2018; 2019), es decir, se genera una nueva Teoria de Ampliada de las
Conexiones Matematicas (Tac) como ampliacién de las anteriores

(Rodriguez-Nieto et al., 2020), ver Figura 3.
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Conexidn [ Teoria Ampliada de las Conexiones matemdticas (TAC) ]
v
Es “un proceso cognitivo en el que una persona establece una relaciéon entre dos o mas

p ideas, p significados, etc., entre si, con la vida real o con
otras disciplinas” (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018).
I

3

Conexiones Conexiones
Extramatemdticas matemdticas Intramatemdticas

‘ Problema no matemético o [ Representaciones diferentes —]
de aplicacion [ Procedimental —
Businskas (2008) |
Conexién [ Implicacion 1—
matematica de — -
modelado Eli, Mohr-Schroeder y Lee (2011)[ [ Caracteristica H
Garcia-Garcla y Dolores- ( Reversibilidad H
Flores (2018; 2019; rpw
2020) [ Significado }—
Rodriguez-Nieto et al. (2020) ‘ ( Metaférica — |

Figura 3. Teoria Ampliada de las Conexiones Matematicas

Fuente: adaptado de Gareia-Garcia (2018), Gareia-Gareia y Dolores-Flores (2018;
2019) y ampliaciones Rodriguez-Nieto et al. (2020).

4.2. SEGUNDO RESULTADO: “NETWORKING OF THEORIES” ENTRE
LATACYELEOS
La realizacidn del networking of theories entre la Tac y el ros
(Rodriguez-Nieto et al., 2021) fue motivado por las limitaciones y
ambigiiedades para analizar las conexiones matematicas identificadas
en las producciones escritas y verbales que hizo un profesor sobre
la derivada (Rodriguez-Nieto et al., 2020). También, se evidenci6
due la Tac y el Eos consideran importante la nocién de conexioén
matematica, por lo tanto, asumimos que es relevante articular estas
dos teorias para hacer un analisis mas detallado de las conexiones
matematicas. Para ello, seguimos la metodologia para hacer redes
tedricas “networking of theories”, en la que, segiin Radford (2008),
se deben tener en cuenta los elementos esenciales de una teoria:
principios, métodos y preguntas de investigacion. Por esta razon,
estos tres elementos guian la comparacion y el contraste entre los

dos enfoques en la primera fase del networking (ver Figura ).
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Seleccion y
descripcion
del
episodio

Analisis detallado de las

&) )

1) Seleccién  del
participante.

2) Disefio de la tarea.
3) Recoleccion de los
datos (entrevista
semiestructurada).

4)  Seleccién  del
episodio.

)

1) Se hace una narrativa. \
2) Se describen las
practicas matematicas.

3) Se Identifican los objetos
primarios y se hace la

4) Se establecen las

L

Se us6 el analisis de
temético (Braun y
Clarke, 2006),
siguiendo las seis
fases para identificar
las i
mateméticas
episodio.

en el

Comparar,
contrastar,
coordinar y
combinar
las teorias

Complementariedades

all!

Seleccion y
descripcién
del episodio

Analisis detallado de las conexiones matematicas

1) Selecc del

participante.
2) Disefio de la tarea.
3) Recoleccién de los
datos (entrevista
semiestructurada).
4) Seleccién del
episodio.

/Se usé el anélisiﬁ
tematico (Braun vy
Clarke, 2006),
siguiendo las seis
fases para identificar
las conexiones
matemdticas en el
episodio.

Se hace una narrativa.

Se  describen las

précticas matemadticas.
3) Se identifican los
objetos primarios y se
hace la configuracién
cognitiva.
Se establecen las
funciones semidticas

Figura 4. Fases del networking of theories y su aplicacién
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Se reconoce que existen diferentes estrategias y métodos para
hacer networking of theories, por ejemplo, para lograr las comple-
mentariedades (fase 1 de la Figura ) en esta investigacion se siguié
la perspectiva de Bikner-Ahsbahs y Prediger (2010), Prediger et al.
(2008) y Radford (2008) quienes reportan estrategias para articular
teorias que pasan por diferentes momentos. Inicialmente, los inves-
tigadores asumen el papel de comprender las teorias involucradas
y comunicar las propias para ayudar a otros colegas a comprender
sus principios, metodologias y preguntas paradigmaticas. Con base
en lo anterior, los autores encuentran diferencias y similitudes en
un proceso de comparacion y contraste. Posteriormente, se hace la
combinacién y coordinacién con una vision complementaria entre
las teorias para proceder con la integracion y sintesis. Finalmente,
la teoria resultante se unifica considerando principios y aspectos

metodoldgicos.

4.2.1. COMPLEMENTARIEDADES ENTRE LA TACY EL EOS

En laTabla 2 se presenta una sintesis de las contrastacién y compa-
racion realizada entre la Tac y el Eos, considerando sus principios,
las similitudes entre la nocién de conexién matematica y funcién
semidtica, el rol de la comprensién matematica, la concordancia de

métodos y la concordancia de preguntas de investigacion.

Tabla 2. Concordancias entre la Tac y el Eos

La TAC considera el prinecipio fundamental de que la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas se logra cuando el estudiante hace conexiones y, por lo tanto, comprende los
conceptos matematicos. Asimismo, en diversas investigaci enfocadas en la TAC estan

de acuerdo con el NCTM (2000) donde se ideran iales las conexiones como un
proceso matematico que permite relacionar contenidos matematicos entre si y entre mate-
maticas y contextos extramatematicos. Ahora bien, el EOS asume a las conexiones en las
idoneidades epistémica (en la riqueza de proceso) y ecolégica (en las conexiones inter e
interdisciplinares).

Conexion matematicay funcion semiética
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En la TAC se considera la conexién matematica como “un proceso cognitivo mediante el cual
una persona relaciona dos o mas ideas, ptos, definici teoremas, procedimientos,
representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real” (Garcia-
Gareia y Dolores-Flores, 2018, p. 229). Mientras que, en el EOS una funcién semiética es
“una relacién entre un antecedente (expresion, significante) y un consecuente (contenido,
significado) establecida por un sujeto (persona o institucién) de acuerdo con un cierto
criterio o eédigo de correspondencia” (Font, 2007, p. 105). Ademas, en Rodriguez-Nieto et al.
(2021) se afirma que, la nocién de funcién semiética (EOS) es mis general que la conceptua-
lizacién de conexién matematica (TAC), dado que las conexiones se consideran casos parti-
culares de funciones semiéticas de caricter personal o institucional. En 1a TAC la conexién
matemaética puede ser verdadera o no, dejando ver desde la perspectiva del EOS que, cuando
un sujeto hace una conexion correcta coincide con la institucional y euando es incorrecta es
de tipo personal.

Comprension matematica

La TAC concibe la comprension de manera cognitiva como un proceso mental que es el
resultado de tener una red bien conectada de representaciones mentales. De hecho, Berry
y Nyman (2003) sostiene que hacer conexiones matematicas es un buen indicador para
comprender conceptos matematicos. Mientras que el EOS considera la comprensién como
una competencia donde se dice que un sujeto comprende un objeto matematico ecuando lo
usa de manera competente en diferentes practicas. Ademas, se interpreta la comprensién de
un objeto O por parte de un sujeto X (individuo o institucion) en términos de las funciones
semidticas que X puede establecer, en circunstancia fijadas, en las que pone en juego O
como funtivo (expresién contenido) (Font, 2007). Por lo tanto, integrando las posturas sobre
comprension de la TAC y el EOS, se tiene que un aspecto muy importante de la comprensién
matemsétieca es el proceso cognitivo que emerge en la actividad matematica mediante el cual

un sujeto en su practica mateméitica relaciona objetos primarios (situaci probl
conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades, representaciones, argumentos, procedi-
mientos) entre si, con otras asignaturas o con la vida cotidiana, relaciones que establece por
medio de funciones semidticas (conexiones matematicas). Ademas, comprender un coneepto

matemsético le permite al sujeto usarlo competent te en la resolucién de probl

Concordancia de métodos

La TAC lleva a cabo, de hecho, un enfoque cognitivo-semiético con base en un analisis tema-
tico. La coherencia en esta forma de analizar la actividad matemética es lo que permite la
complementariedad de los dos enfoques. Es decir, implicitamente en el analisis tematico
realizado por la TAC se puede evidenciar el analisis de la actividad matematica que se reali-
za en el EOS. Ademas, en Rodriguez-Nieto et al. (2021) se organiza el método para analizar
la actividad matematica desde el EOS, que se habia propuesto en Font y Rubio (2017), el cual
consiste en los signientes pasos: 1) realizar una narrativa temporal para explicar, en térmi-
nos matematicos, lo que hace el alumno o el profesor para resolver la tarea (esta narrativa
se relaciona con la transeripeién que se hace en la primera etapa del analisis tematico de la
TAC). Implicitamente se encuentran en esta narrativa las priacticas matematicas realiza-
das por el alumno o el profesor y algunos objetos primarios que, metaféricamente, juegan
el papel de los protagonistas principales de la narrativa. 2) Las practicas matematicas se
deseriben a partir de la narrativa. 3) Se realiza la configuracién cognitiva de los objetos
primarios involuerados en estas pricticas. Finalmente, %) se establecen las funciones semi6-
ticas entre los objetos primarios de la configuracion.

Concordancia de preguntas de investigacion
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Las preguntas de investigacion formuladas por la EOS que estin mis relacionadas con las
formuladas por la TAC se derivan del problema semiético-cognitivo. Por ejemplo, ;Cémo se
puede generar un nuevo tipo de conexion matematica? ;Cual es la influencia de las cone-
xiones matematicas en la comprensién de conceptos matematicos?, entre otros. Respecto a
esta problemaétieca, en la EOS se asume el conocimiento como el conjunto de relaciones que el
sujeto (persona o institucion) establece entre objetos y pricticas, relaci que se modelan
utilizando la nocién de funcién semidtica. E1 EOS se pr pa por responder a preguntas
de caricter epistemoldgico (surgimiento y desarrollo de las matematicas), ontolégico (;Quné
es un objeto matematico? ;Cémo emergen los objetos en la actividad matematica?), semidti-
co-cognitivo (significado de los objetos matematicos), entre otros.

MNota. Esta informacion se presenta ampliamente en
Rodriguez-Nieto et al. (2021).

En la segunda fase de la Figura 1, se seleccion6 un episodio
correspondiente a la respuesta de un estudiante de licenciatura en
matematicas sobre una tarea propuesta: ;Qué significa la derivada?,
la cual fue aplicada a través de una entrevista semiestructurada
(Entrevistador (I), Estudiante (E)) y analizada en la tercera fase

con la Tac y en la cuarta fase con el Eos.

4.2.2. ANALISIS cON LA TAC
Este analisis se llevd a cabo mediante el método de analisis temati-
co propuesto por Braun y Clarke (2006), siguiendo las seis etapas

presentadas en la Figura 5.
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Transcripcién de la entrevista

I: ;Qué significa la derivada?
E: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto. (sefiala el primer
grifico de la hoja de respuestas). (C1 y C3)

E: La derivada es el limite de la fancién mis un incremento menos la funcién original en ese
i cuando ese i tiende a cero (sefiala la expresién simbolica de limite). (C2'y C4)

1) Familiarizacién conlos |\
datos

2) Cédigos iniciales (C)

4) Revisién de temas
5) Definicién de temas ;
6) Reporte con las. ;
conexiones f

\

Produccién escrita

\'*“SM‘:) }- Significado
emenle }_ Significado

. E s e .
i SN @ L feo Representaciones
<L o e . (simbélicas)

a W antunatess ek

3 Lo dosvads ool pendienle do una s
' e e, ©f 3 des

e &

‘e

Representaciones.

(@rificasimbélica) Rodriguez-Nieto et al. (aceptado)

Cédigo Subtema Tema: Conexién matemdtica

a Significado de la derivada Significado

[ Significado de la derivada Significado

a Representaciones (gréfica-simbélica) Representaciones diferentes
@ . ) N . e

Figura 5. Anilisis del episodio con la TAC
Fuente: adaptado de Rodriguez-Nieto et al. (2021)

En el ejemplo de analisis con la Tac (ver Figura 5), se inici6 con
la organizacién y transcripeion de la entrevista en forma de texto
con el fin de familiarizarse con los datos. Segundo, se realiz6 la
codificacion con frases o palabras que sugerian una idea sobre una
posible conexién matemética (C1, C2, C3 y Cx). Posteriormente,
los c6digos se agruparon en subtemas, por ejemplo, C1y C3 hacen
referencia a significados parciales de la derivada, pero en realidad
son una conexion de significado (tema). Después, se revisaron los
temas con un investigador experto sobre las conexiones (triangu-
lacién) y se nombraron, donde se acordd que C1y C3 pertenecen
a un tema denominado conexion de significado, y, C2 y C son
evidencia conexiones de representaciones diferentes. Por altimo,

se hizo un reporte de conexiones.
4.2.3. ANALISsIS coN EL EOS

Se sigui6 el método de analisis con el Eos propuesto en la Tabla

2, donde se hace una descripcion de la actividad matematica en
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forma de narrativa mencionando los personajes principales (Ob-
jetos primarios), que esta relacionada con la transeripeién de la
entrevista que se hace en la Tac. Posteriormente, se presentan las
préacticas matematicas (P1, P2, P3, P4 y Ps5) y una parte de la confi-
guracion cognitiva (ver Figura 6) que se muestra ampliamente en

Rodriguez-Nieto et al. (2021).

Pricticas matemiticas

P1: Entiende la pregunta.
P2: Enuncia la definicion de la derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto (interpretacion geométrica).
[[€211P3: Enuncia la definicién de la derivada como el limite del cociente de las tasas medias de variacion de la funcién.
[[G31] P4: Representa grificamente la recta tangente a la grafica de la funcién en un punto haciendo énfasis en la pendiente.

P5: Representa simb6licamente la funcién derivada como el limite: }lm'l) M =f'(0).
=

Parte de la configuracién cognitiva del estudiante

Objetos primarios Descripcién

Tarea Explica el significado de la derivada.

La derivada es la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.

Definicién La derivada como limite del cociente de las tasas medias de variacion de la funcion.

Lenguaje natural Simbélica Grifica
Derivada, funcién, pendiente, F; f'(x) N
Representaciones recta, punto, recta tangente, flx+h) - f(x) , b
limite, curva,... !f_‘%T =f'(x) 1)
|————

Figura 6. Parte de la configuracion cognitiva

Fuente: adaptado de Rodriguez-Nieto et al. (2021)

Con base en el analisis presentado en la Figura 6, se evidencia
due las conexiones matematicas (Tac) se pueden identificar en seg-
mentos de la actividad matematica (£0s). En este caso se considera
que una conexiéon matematica es un conglomerado de practicas,
procesos y objetos primarios activados y relacionados por medio
de funciones semidticas (Rodriguez-Nieto ¢t al., 2021). Por ejemplo,
en la Figura 6 se muestra que el C1 del analisis tematico coincide
con la P2 del analisis de la actividad matematica, donde existen
procesos de resolucion de problemas y enunciacién, evidenciandose
objetos primarios en la definicién (la derivada es la pendiente de la

recta tangente a la curva en un punto), que se conectan a través de
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una funcién semidtica que relaciona un expresion (derivada) con
el contenido (significado), estos a su vez conforman a la conexién

matematica de significado (ver Figura 7).

/ Cédigo de correspondencia \

Objeto 1: Antecedente Objeto 2: Consecuente
(Expresion) (Contenido)

Es la pendiente de la
recta tangente a la

La derivada
:> curva en un punto

Resolucién de problemas/enunciacién J

K Procesos

Figura 7. Nueva estructura de la conexién matematica de significado

5. REFLEXIONES FINALES

En este trabajo se muestra la Tac con el aporte de las conexiones
metaféricas. También, se reconoce que ambas teorias (Tac y EOS) se
complementan para un analisis exhaustivo de las conexiones mate-
maticas. El analisis Tac, que da como resultado una lista temporal
de conexiones matematicas producidas, fue articulado y enriquecido
por el analisis onto-semidtico de la actividad matematica del os,
ya que este altimo estructura a las conexiones identificadas en el

analisis tematico y especifica qué objetos matematicos se conectan.
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CAPITULO 10

EL DESARROLLO DE LA REFLEXION SOBRE
LA PRACTICA EN LA FORMACION DE
PROFESORES DE MATEMATICAS: UNA
MIRADA DESDE EL LESSON STUDY Y LOS
CRITERIOS DE IDONEIDAD DIDACTICA

THE DEVELOPMENT OF THE REFLECTION
ON THE PRACTICE IN THE TRAINING OF
MATHEMATICS TEACHERS A LOOK FROM
THE LESSON STUDY AND THE DIDACTICAL
SUITABILITY CRITERIA

Viviane HumMmEs, ADRIANA BREDA, VicEng FonT
vhummes@ub.edu, adriana.breda@ub.edu, vfont@ub.edu
UNIVERSITAT DE BARCELONA

Resumen

En este trabajo se presentan algunos resultados relacionados con
un estudio teérico y documental sobre la metodologia Lesson
Study (zs) y el constructo Criterios de Idoneidad Did4ctica (cip),
buscando comprender cémo cada uno propone el desarrollo de
la reflexién sobre la practica, propia y ajena, en la formacion de
profesores. Para ello, se seleccionaron un conjunto de documentos
sobre el desarrollo tedrico y el uso de los cip y de la metodologia
s. Los resultados presentados avalan que el Ls tiene en cuenta
una fase inicial mas amplia de reflexion sobre la planificacion de

una secuencia diddctica y un trabajo colaborativo a lo largo de un
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proceso de instruccion, que permite la emergencia de algunos in-
dicadores y componentes de los cip. Por otra parte, la ensefianza
y uso de los cip posibilita al profesorado disponer de una pauta
mas completa para organizar la reflexion del grupo de profesores.
Palabras clave: reflexion docente, lesson study, criterios de idoneidad

diddctica.

Abstract

This paper presents some results related to a theoretical and documen-
tary study on the Lesson Study (rs) methodology and the Didactical
Suitability Criteria (psc) counstruct, secking to understand how each
one proposes the development of reflection on the practice, own and
others, in teacher training. For this, a set of documents on the theoretical
development and use of the psc and the Ls methodology were selected.
The results presented support that the Ls takes into account a broader
tnitial phase of reflection on the planning of a didactic sequence and
collaborative work throughout an instructional process, which allows
the emergence of some indicators and components of the psc. On the
other hand, the teaching and use of Dsc enables teachers to have a more
complete guideline to organige the reflection of the group of teachers.

Keywords: teaching reflection, lesson study, didactical suitability criteria
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1. INTRODUCCION

Una de las tendencias actuales en la formacién de profesores de
mateméticas (inicial o en servicio) es la promocién de espacios
de reflexién sobre la practica (propia y ajena), como un aspecto
clave para promover el desarrollo profesional docente y la mejora
de la docencia. En esta perspectiva, el desarrollo de la reflexion
es un tema clave en muchos marcos tedricos que investigan sobre
la formacién del profesorado, entre otros la Idoneidad Didactica
(Godino, Batanero y Font, 2019) y el Lesson Study (Huang, Taka-
hashi y Da Ponte, 2019).

El Lesson Study (Ls) tiene como ndcleo una actividad de in-
vestigacion en el aula (Burghes y Robinson, 2010; Ponte, Baptista,
Velez y Costa, 2012), en la que la reflexién conjunta del grupo de
profesores sobre la practica tiene un papel relevante. Por otra
parte, el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicién y la Instruccién
Matematica (£0s) (Godino et al., 2019) ha desarrollado la nocién
de Idoneidad Did4actica y su desglose en criterios, componentes e
indicadores, como una herramienta para estructurar la reflexion
del docente, cuando ésta se orienta a la mejora de los procesos de
instruccion de las matematicas.

En este contexto, el trabajo que se presenta es parte de una inves-
tigacion mas amplia, cuyo objetivo general es promover e investigar
el desarrollo de la reflexién sobre la practica en la formacién de
profesores de matematicas, mediante el disefio y la implementaciéon
de un dispositivo formativo que combina el uso del sy de los Crite-
rios de Idoneidad Did4ctica (cip). Este objetivo general se concreta
en cuatro objetivos especificos, siendo el primero de ellos: realizar
una profundizacidon tedrica y documental sobre la metodologia rs
y el constructo cip y sobre los disefios formativos experimentados
con alguno de estos dos referentes, buscando: i) comprender cémo

cada uno propone el desarrollo de la reflexién sobre la practica en
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la formacién de profesores y ii) complementariedades entre estas
dos propuestas de desarrollo de la reflexion del profesor. En este
trabajo presentamos algunos de los resultados obtenidos hasta el
momento relacionados con este primer objetivo especifico.

Tras esta introduccion, en la segunda seccidn, se presenta el
marco teérico utilizado (Ls y cip). En la tercera seccion, se pre-
senta la metodologia utilizada. En la cuarta, se presentan algunos
resultados obtenidos hasta el momento y, en la quinta, se presentan

algunas consideraciones finales.

2. MARcoO TEGRICO

En este apartado se presenta el marco tedrico utilizado.

2.1. LA METODOLOGIA LEsson Stupy (LS)

El Ls surgi6 en Japon como una metodologia de trabajo docente
apoyada en actitudes investigativas y practicas colaborativas entre
profesores, que, al mismo tiempo, busca mejorar el aprendizaje
de los estudiantes, la mejora de la practica docente y el desarrollo
profesional de los profesores. Consiste basicamente en el disefio
colaborativo y detallado de una clase, de su implementaciéon y
observacidn directa en el aula, y de un analisis conjunto posterior
(Fernandez y Yoshida, 2004; Lewis, 2002; Hart, Alston y Murata,
2011).

Laidea es que un grupo de profesores y especialistas si retine con
una problematica en coman sobre el aprendizaje de sus alumnos,
planeen una leccién para que los alumnos aprendan, y, por altimo,
examinen y discutan lo que ellos observan en dicha implementacién.
A través de multiples interacciones de este proceso, los profesores
tienen muchas oportunidades para discutir el aprendizaje de los

alumnos y cémo la ensefianza incide sobre dicho aprendizaje.
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De la revision de la literatura se infiere que existen diferentes
modelos de ciclos de rs. Un ciclo realizado en Japén, por ejemplo,
considera las siguientes etapas: estudio del curriculo y metas; plani-
ficacién de la clase; realizacidn y observacion de la clase; reflexion
conjunta sobre los datos registrados y redisefo. Para cada etapa del
ciclo, existen algunos criterios que deben ser considerados para
due se lleve a cabo el desarrollo de un ciclo completo de Ls (Hurd

y Lewis, 2011; Lim-Ratnam, 2013).

* Objetivos de la clase;

* Descripcién del desarrollo
de la clase;

 Prevision del tiempo de
acciones especificas de los
alumnos y del profesor.

* Eleccion del contenido
curricular;

* Formulacién de metas
para el desarrollo de los
estudiantes.

Planificacién de
la clase

* Uso de los datos * Registro de los

para reflexionar de impactos de la
forma comparativa Implementacién lanificacién sobre el
y amplia sobre el Reflexién Critica B °y observacién B prendizaje de los
aula implementada alumnos;
en las etapas .
arterioont * Recoleccién de datos

por medio de las notas
de los observadores

para la reflexién y
evaluacién de la clase.

* Reflexionar sobre
los resultados del
aprendizaje de los
estudiantes;

* Discusion sobre la
ensefianza de
temas siguientes.

Figura 1. Ciclo de un LS en Japodn.

Fuente: adaptacion de Murata (201r)

2.2. TIPOS DE ANALISIS DIDACTICOS PROPUESTOS POR EL EOS E
IDONEIDAD DIDACTICA
El Eos propone cinco tipos de analisis didacticos para analizar
los procesos de instruccion: 1) identificacion de practicas matema-

ticas; 2) elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos
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matematicos; 3) andlisis de las trayectorias e interacciones did4c-
ticas; 4) identificacion del sistema de normas y metanormas; y 5)
valoracién de la idoneidad didactica del proceso de instruccion
(Font, Planas y Godino, 2010).

El primer tipo de analisis estudia las practicas matematicas que
han tenido lugar en un proceso de instruccion matematico; el segun-
do tipo de anilisis se focaliza en los objetos primarios y procesos
matematicos que intervienen en la realizacion de las practicas, asi
como los que emergen de ellas; el tercer tipo de analisis did4ctico se
orienta, sobre todo, a la descripcion de los patrones de interaceion,
a las configuraciones didacticas y su articulacion secuencial en tra-
yectorias didacticas. Estas configuraciones didacticas y trayectorias
estan soportadas por una trama de normas y metanormas, que son
el foco del cuarto tipo de analisis.

Estos cuatro primeros tipos de analisis son herramientas para
una didactica descriptiva-explicativa, mientras que el quinto se
focaliza en la valoracion de la idoneidad didactica. Los cuatro
primeros tipos de analisis permiten, metaféricamente, realizar
radiografias de procesos de instruccién (Badillo, Figueras, Font
y Martinez, 2013; Pochulu y Font, 2011). El tltimo tipo de analisis
se basa en los cuatro analisis didacticos previos y se orienta a la
identificacién de mejoras potenciales del proceso de instruccion
en nuevas implementaciones. Para ello, un constructo basico es la
nocién de idoneidad didactica y su desglose en criterios, compo-
nentes e indicadores (Breda, Font y Pino-Fan, 2018).

En el eos se entiende la idoneidad didéctica de un proceso de
ensefanza-aprendizaje como el grado en que éste (o una parte del
mismo) retine ciertas caracteristicas que permiten calificarlo como
idéneo (6ptimo o adecuado) para conseguir la adaptacion entre los
significados personales logrados por los estudiantes (aprendizaje)

y los significados institucionales pretendidos o implementados
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(ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos
disponibles (entorno).

Se trata de un constructo multidimensional que se desglosa en
seis Criterios de Idoneidad Did4ctica parciales: 1) idoneidad epis-
témica, para valorar si las matematicas que se ensefian son unas
“buenas matemadticas”; 2) idoneidad cognitiva, para valorar, antes
de iniciar el proceso de instruccion, si lo que se quiere ensefar esta
a una distancia razonable de lo que saben los alumnos y, después
del proceso, si los aprendizajes logrados se acercan a los que se
pretendian ensefar; 3) idoneidad interaccional, para valorar si las
interacciones resuelven dudas y dificultades de los alumnos; 4)
idoneidad mediacional, para valorar la adecuacién de los recursos
materiales y temporales utilizados en el proceso de instruccién;
5) idoneidad emocional, para valorar la implicacion (intereses y
motivaciones) de los alumnos durante el proceso de instruccion;y,
6) idoneidad ecoldgica, para valorar la adecuacién del proceso de
instruccion al proyecto educativo del centro, las directrices curri-
culares, las condiciones del entorno social y profesional, entre otros
(Font et al., 2010). A su vez, los cIp se desglosan en componentes y
estos en indicadores (Breda, Font, Lima y Pereira, 2018).

A priori los c1D son principios que orientan cémo se deberian
hacer las cosas y, a posteriori los cip sirven para valorar el proceso
de estudio efectivamente implementado. El constructo cip esta
siendo utilizado ampliamente como herramienta para organizar la
reflexién del profesor (en formacion o en servicio) sobre su pric-
tica en programas de formacién de profesores de diferentes paises
(Esqué y Breda, 2021; Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018;

Morales, Durdn, Pérez y Bustamante, 2019; Seckel y Font, 2020).
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3. METODOLOGIA

Para alcanzar el objetivo planificado, la metodologia ha sido un
analisis de fuentes documentales, tanto de documentos tedricos
como informes de investigaciones ya realizadas sobre el Ls y sobre
el uso de los c1p para organizar la reflexion del profesor, tomando
los autores una posicién propia para encontrar concordancias y
diferencias entre ambos tipos de propuestas para la formacion de

profesores.

3.1. FASES SEGUIDAS PARA EL ESTUDIO DEL cONSTRUCTO CID

Para estudiar como se desarrolla la reflexién en cursos de
formacién que utilizan el constructo cip, en una primera fase, se
seleccionaron un conjunto de documentos para generar un banco
de datos sobre el desarrollo tedrico y el uso del constructo crp. Para
ello, se comenzd con una basqueda de documentos que describian
experiencias de uso de los cip. Ademas de articulos de investiga-
cién, se considero la revision de la literatura realizada por Kaiber,
Lemosy Pino-Fan (2017) y la bisqueda de investigaciones que uti-
lizaran los c1p en actividades de formaciéon docente. Como criterio
prioritario para la seleccion de los documentos, se consideraron
los trabajos que se enfocaron en la profundidad de la reflexion de
los docentes que participaron en los cursos de formacion (cursos
de perfeccionamiento docente, cursos de pregrado y/o posgrado),
como, por ejemplo, entre otros, los disefios formativos que se docu-
mentan en Font, Breda y Pino-Fan (2017); Giacomone et al. (2018);
Morales et al. (2019) y en Seckel y Font (2020). Algunos de estos
documentos son videos.

En una segunda fase, se estudiaron, especialmente, los mo-
mentos de reflexién previos a la introduccion de la ensefianza de
la herramienta cip y los momentos en que el profesor hace uso de

dicha herramienta para organizar la reflexién sobre su practica.
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Un ejemplo de documento de este banco es un taller de forma-
cién de profesores que fue grabado en video <https://educast.pucp.
edu.pe/video/6343/capacity_and_network_project_canp_sperus. El
contexto institucional en el que se realizé fue el Capacity and Network
Project (cane) de Lima. El (cane) es un proyecto de desarrollo de
la International Commission on Mathematical Instruction (1cMmi).
En 2016, se realiz el cane 5 en Lima, orientado a la subregion
sudamericana conformada por Bolivia, Ecuador, Paraguay y Pera.
Los sujetos participantes fueron 40 profesores asistentes al cane
5 de diferentes nacionalidades: Bolivia, Ecuador, Paraguay, Peri,
Francia, eruu, Costa Rica y Brasil.

Los momentos de reflexion previos a la introduccién de la en-
sefianza de la herramienta cip transcurrieron de la siguiente ma-
nera: lo primero que hizo el profesor fue proponer a los asistentes
la lectura y andlisis de un episodio descrito en Font et al. (2010)
(paginas 93-924) % en este episodio un grupo de tres alumnos de
15-16 afios resuelven un problema contextualizado en una clase
de cuarto de Ensefianza Secundaria Obligatoria (eso) (Espafa)
durante diez minutos3. Este primer analisis se debia realizar a
partir de su experiencia previa. El proceso seguido fue el siguiente:
1) Lectura individual del contexto del problema y de la transerip-
ci6on. 2) Formacion de grupos de 3-% personas. 3) Anilisis did4ctico,
sin pauta previa, del episodio de clase en grupo. %) Elaboracion de

conclusiones. 5) Presentaci6n a los otros grupos de las conclusiones.

3.2. FASES SEGUIDAS PARA LAS EXPERIENCIAS DE LS

Para estudiar como se desarrolla la reflexion en experiencias de
LS, en una primera fase, se seleccion6 un conjunto de documentos
para generar un banco de datos sobre esta metodologia. Para ello,
se comenzd con una basqueda de documentos que deseribian

experiencias de rs. Ademas de articulos de investigacion, se bus-



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

caron videos sobre Ls en la plataforma web Youtube, a partir de los
siguientes criterios: i) el importante nimero de visualizaciones
del video y ii) que en ese video se podia observar el proceso de Ls
de forma completa, es decir, donde hay una fase de disefio, una de
implementacion, una de reflexiéon y una de redisefio de la clase.

En una segunda fase, para cada uno de los documentos selec-
cionados en la fase anterior, usando los cuatro primeros tipos de
andlisis did4ctico que propone el Eos, se realizaron “radiografias”
de los procesos de instruccion disefiados e implementados en una
experiencia de s (cuando esta era posible con la informacién que
se tenia, es decir cuando se describia de manera detallada la imple-
mentacién). Después, en una tercera fase, se realiz6 un analisis de
contenido para inferir criterios que orientan la practica del profe-
sor en las experiencias de Ls, sobre todo en la fase de disefio y de
reflexion. Seguidamente, en una cuarta fase, se realiza un proceso
de triangulacion entre lo que observan los investigadores a partir
del anilisis detallado de la segunda fase con los resultados de la
tercera fase. Se trata de ver si la “radiografia” obtenida muestra
aspectos relevantes no considerados o bien contradictorios con
la reflexién realizada por los maestros, sobre todo en la fase de
planificacion y en la de reflexiéon del rs.

Ejemplo de aplicacion de las tres primeras fases para una ex-
periencia de Ls

Un ejemplo del banco de documentos creados (teniendo en cuenta
las dos caracteristicas fijadas previamente) es un video <<https://
www.youtube.com/watch?v=vurTkky8ij8&t=11658>> sobre una ex-
periencia de Ls en Chile (producto del Centro de Perfeccionamiento,
Experimentacién e Investigaciones Pedagbgicas del Ministerio de
Educaciéon de Chile) que fue publicado en la plataforma YouTube

en el 23 de enero de 2012.
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Este video ofrece suficiente informacién para aplicar los primeros
cuatro tipos de analisis didacticos propuestos en el Eos. Primero
se hace una transeripcion de la implementacion de la clase. Dado
que el proceso de ensefianza de un contenido matematico tiene
lugar en un determinado tiempo que incluye una secuencia de
configuraciones did4cticas (trayectoria did4ctica), se segmenta la
transcripeién en partes que se considera que corresponden a una
configuracién didéctica (cp), es decir un segmento de actividad de
ensefianza y aprendizaje que se distribuye entre los momentos de
inicio y finalizacion de una tarea implementada. A continuacion,
para cada segmento de transcripcion se determina la cp, es decir,
se identifican las practicas matematicas, los procesos y los objetos
primarios activados en ellas (tareas, representaciones, proposi-
ciones, definiciones, procedimientos y argumentos), las funciones
semidticas (¥s) que debe establecer el alumno para dar significado
a la actividad matematica realizada, las funciones/acciones del
profesor y de los alumnos, el tipo de cp, los conflictos semidticos,
los patrones de interaccidn y las normas. El resultado de realizar
estos cuatro tipos de analisis propuestos por el Eos es que se dis-
pone, metaféricamente, de una radiografia de la implementacion
de la clase que hace visibles muchos aspectos sobre los cuales es
importante reflexionar.

En la experiencia de un s, ademas de los momentos de imple-
mentacion, hay momentos en los que los participantes reflexionan
sobre el disefio de la clase y sobre su implementacion. En la tercera
fase, se seleccionaron las consideraciones manifestadas por los
profesores participantes sobre la secuencia de tareas planificada e
implementada o bien sobre su redisefo, que se pudiesen considerar
evidencias de reflexion. Después, se analizo si estas consideraciones
podrian considerarse como evidencia del uso implicito de algunos

de los componentes e indicadores de los c1p.
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3.3. FASE FINAL

Después de seguir las fases explicadas anteriormente para las
experiencias que usan los cip y para las que usan el Ls, en la tltima
fase se obtuvieron, primero, resultados sobre el rol de la reflexion
en las experiencias que usan los cip y también sobre las que usan
el Ls y, después, se buscaron complementariedades entre ambos

tipos de experiencias.

4. RESULTADOS

Un primer resultado de las experiencias que usan los cip es
que, en los momentos iniciales previos a la introduccién de este
constructo, se propone a los participantes que reflexionen (sin una
pauta previamente dada) sobre un episodio de aula implementado
por otro profesor, una tarea, ete. Dicho de otra manera los disefios
formativos para ensefar los cip se inician con una primera fase
de reflexion no pautada. En esta primera fase, se observa que los
participantes formulan y usan implicitamente algunos indicadores
y componentes de los cip antes que dicho constructo les haya sido
ensefados.

Se trata de un fendmeno observado en otras investigaciones que
no pretenden implementar un disefio formativo para ensefiar los
cip. Por ejemplo, en Morales y Font (2017), al analizar los portafo-
lios que profesores en formacidn inicial en Costa Rica elaboraban
para explicar sus practicas profesionales, se observé dque, cuando
el profesorado expresa opiniones valorativas, ellas se organizan
de manera implicita o explicita mediante algunos indicadores de
los componentes de los cip. Breda y Lima (2016) al analizar las
caracteristicas del analisis diddctico realizado por el profesorado de
Brasil que cursa el Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede
Nacional (PROFMAT) para justificar que sus propuestas representan

una mejora en la ensefianza de las matematicas, observaron que las
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justificaciones dadas por el profesorado se basan, sobre todo, en el
uso implicito de los criterios de idoneidad epistémico, ecolégico y
mediacional y, en menor medida, en el uso de los criterios cognitivo,
emocional e interaccional.

Este hecho, en las experiencias que pretenden implementar
un disefio formativo para ensefar los cip, se toma como punto de
partida para iniciar la ensefianza de los ctp como contenido a ser
explicado para organizar la reflexion del docente sobre su propia
préctica. Por ejemplo, en Font et al. (2017) se explica un ciclo de
formacion que, en lugar de presentar los crp como principios ya
elaborados, crea espacios para su generaciéon como resultado del
consenso en el grupo. Posteriormente, los c1p se usan para re-
flexionar sobre la implementacion de secuencias didacticas con la
finalidad de proponer redisefios que tengan, a priori, mas idoneidad
did4actica. Ahora bien, esta altima aplicacion de los c1p se hace en
asignaturas diferentes a las que han servido para generar los cipy
con un cierto desfase de tiempo.

En resumen, en las experiencias donde se imparten los cip
(Font et al., 2017), si bien la reflexién de los docentes se organiza a
través de una agenda amplia y detallada, se observa, que: a) la fase
inicial de reflexion es corta; b) los participantes no realizan una
planificaciéon conjunta de una secuencia de actividades, ni realizan
una reflexién profunda, grupal, dialogada y critica de esta planifi-
cacion; ¢) el uso de los cIp como pauta para organizar la reflexién
sobre la secuencia de tareas implementada se produce con un
cierto desfase temporal con relacidn a la ensefianza y aprendizaje
de este constructo.

Un segundo resultado del analisis de los documentos sobre ex-
periencias s, es que, el fendmeno comentado anteriormente sobre
el uso implicito de los cip, también se observa en estas experien-

cias. Por ejemplo, en Hummes, Breda y Seckel (2019), se infieren,
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mediante una metodologia de analisis del contenido, los criterios
usados por el grupo de profesores chilenos que participan en la ex-
periencia de Ls del video comentado en la seccién de metodologia,
cuando planifican, implementan y reflexionan sobre el proceso de
instruccion de esta experiencia. El grupo de profesores se reunid
para planificar colectivamente una clase de matematicas basada
en un estandar de desempefio que aparece en el curriculo chileno
para el nivel basico dos. Las autoras concluyen due el grupo de
profesores utiliza, de manera implicita, algunos de los componentes
e indicadores de los cIp; es decir, existe un consenso implicito o
explicito entre el docente que desarrolla la clase y los demas do-
centes participantes sobre aspectos que se valoran positivamente,
los cuales pueden ser reinterpretados en términos de indicadores
y componentes de los cip.

Otro ejemplo es la investigacidon reportada en Hummes, Breda,
Seckel y Font (2020) donde se realiza un anilisis como el acabado
de explicar con una experiencia de Ls en Japon en una clase de se-
gundo grado de la escuela primaria de la Universidad de Tsukuba y
due fue publicado en la plataforma YouTube <<https://www.youtube.
com/watch?v=e7uPuSarQsu&t=9s>> en el 12 de junio de 2012. En
este caso, también se observd que el grupo de profesores utiliza,
de manera implicita, algunos de los componentes e indicadores de
los cIp.

Un tercer resultado, relacionado con el tipo de reflexién reali-
zado por los profesores en las experiencias de s, se halla en Breda,
Hummes, da Silva y Sdnchez (2021). En este trabajo se presenta
primero el anilisis didactico detallado de la fase de implementaciéon
de la experiencia de Ls chilena comentada anteriormente (sobre
un proceso de instrucciéon de geometria del espacio). Primero se
aplicaron los cuatro tipos de analisis didactico propuesto por el

EOS, lo cual permite disponer, metaféricamente, de una radiografia
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de la implementacion de la clase que hace visibles muchos aspec-
tos sobre los cuales es importante reflexionar. Después se hace
una triangulacién con la reflexién realizada por los participantes
(descrita en Hummes et al., 2019). Los resultados muestran que el
analisis detallado de la implementacion de la clase permite observar
aspectos relevantes que no fueron contemplados por el grupo de
maestros en la fase de reflexion del Ls. Se concluye que se deberia
dar un papel mas importante a la fase de observacion de la imple-
mentacion en la metodologia rs, por ejemplo, consensuando lo que
se ha observado antes de pasar a la fase de reflexion. Dicho de otra
manera, se concluye que el paso de acordar entre los participantes
del 1s lo que pasd en la implementacion, es un paso al que no se
da, en esta metodologia, la importancia que tiene.

Un cuarto resultado es que, en general, en las experiencias de
Ls la reflexion no llega a estar tan pautada como en las experien-
cias de formacion basadas en los cip. Ahora bien, esto no significa
due no hay algunas pautas para tener en cuenta en cada una de las
fases del Ls. En Hummes, Breda y Font (2020) se elabor6 una tabla
comparativa identificando qué cip estan presentes en cada una de
las fases de Ls (Tabla 1). En concreto, los cip se utilizaron como
categorias cualitativas previas para clasificar los criterios presentes
en cada fase de un ciclo de ts.
Tabla 1. Concordancias entre los criterios presentes en un ciclo s

y los cip
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Fases del Lesson Study

(Hurd y Lewis, 2011; Lim-Ratnam, 2013)

Criterios de Idoneidad Didactica

(Breda et al., 2018)

Eleccion del tema, estudio del
curriculo y formulaciéon de metas

»  Elegir el tema y metas basados en los
topicos del curriculo vigente.
«  Estudiar como progresa el aprendizaje
del estudiante.

« Idoneidad Ecoldgica (adaptacién al
curriculo).
= Idoneidad Cognitiva (conocimientos
previos; adaptacién curricular a las
diferencias individuales).

Planificacién de la Clase

= Desarrollar el raciocinio matematico.
«  Hacer el estudio de los materiales.
»  Definir eémo y en qué va estar enfoca-
da la evaluacion.
= Prever reacciones y dudas de los
alumnos.
» Trabajar mediante de la resolucion de
problemas.
«  Gestionar el proceso de instruccion de
manera que los alumnos sean los cons-
tructores de su conocimiento.
x Tener presente la distribucién del
espacio de aula y el tiempo estimado de
la clase.

x Idoneidad Epistémica (riqueza de
procesos).
« Idoneidad de Medios (recursos mate-
riales; condiciones del aula).
« Idoneidad Interaccional (interac-
cién docente-discente; evaluacion
formativa).
« Idoneidad Cognitiva (aprendizaje).

Implementacién y observacion
de la clase

x  Procurar la participacion de los
alumnos en cada una de las etapas de
resolucion de las cuestiones propuestas
(l,uml, del probl estabele-
cimiento de estrategias y analisis da
resolucidn, ete.).
x  Observar el proceso de resolucién de
problemas.
x Analizar, comparar y contrastar critica-
mente sus ideas.

= Idoneidad Cognitiva (alta demanda

cognitiva).

x Idoneidad Epistémica (riqueza de
procesos).

= Idoneidad Emocional (actitudes y
emociones).

Reflexién de la observacion

»  ;La clase generd conocimiento por
parte de los alumnos?
x  ;Cudles fueron las principales dudas
de los alumnos? ;Hubo diversidad de
pensamientos?
»  ;El material elegido por el grupo de
profesores fue adecuado?

= Idoneidad Cognitiva (aprendizaje,
adaptacién curricular a las diferencias
individuales).
x Idoneidad de Medios (recursos
materiales).

__236__
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5. CONSIDERACIONES FINALES

Un resultado significativo es que en las experiencias de s, si bien se
observa el fendmeno del uso implicito de algunos de los indicadores
y componentes de los c1p, no se observa el uso de todos los cip.
Por ejemplo, en el estudio de caso presentado en Hummes et al.
(2020) se concluye que el grupo de profesores utilizan de manera
muy significativa los criterios interaccional y cognitivo y con menos
énfasis los criterios de idoneidad epistémica y emocional; y que, por
otra parte, los criterios de medios y ecoldgico son poco utilizados
en la reflexion del grupo profesores. El hecho de la poca reflexiéon
alrededor de estos dos altimos criterios se puede deber al propio
enfoque s, 0 a que estos dos criterios ya estén muy desarrollados
en Japdn, o bien a una falta de una pauta explicita que contemple
todos los elementos que se deben tener en cuenta para reflexionar
sobre la realizacion de un proceso de instruccién matematico y de
como mejorarlo.

Los resultados obtenidos muestran c6mo, en las etapas de
planificaciéon y reflexion de las experiencias de Ls, algunos de los
componentes e indicadores de los cip aparecen implicitamente en
las reflexiones de los participantes como resultado de la discusion
grupal. Por tanto, una de las ventajas de trabajar con la dinamica de
Ls es que algunos aspectos, que no estan presentes en la reflexion
del propio docente, pueden estar presentes en la reflexion de los
demas docentes dque participan en el proceso de instruccién. En
otras palabras, la metodologia s se convierte en una especie de
dispositivo de formacion que favorece que algunos de los indicadores
y componentes de los cip emerjan como consenso en la reflexion
del grupo de profesores.

Los resultados presentados avalan que, para desarrollar (y
para investigar) la reflexién sobre la practica en la formacién de

profesores de matematicas, un dispositivo de formacion adecuado
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puede ser aquel que combine el uso del Ls y de los cip como herra-
mienta metodoldgica para organizar la reflexién del profesor sobre
la practica, ya que este uso combinado puede producir una sinergia
relevante para el desarrollo de la reflexion del profesor. Por una
parte, los Ls permiten una fase inicial mas amplia de reflexion sobre
la planificacion de la secuencia didactica y un trabajo colaborativo
a lo largo de la experiencia, que permite la emergencia de algunos
indicadores y componentes de los cip. Por otra parte, la ensefianza
y uso de los c1p permite al profesorado disponer de una pauta de

reflexion mas completa para organizar la reflexién del grupo.
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Resumen

En este trabajo se presenta uno de los resultados de una investi-
gaciéon que busca mostrar similitudes entre las dificultades que
encuentran los profesores de matematicas y los estudiantes para
articular los sentidos asignados a representaciones semidticas ob-
tenidas mediante tratamiento reportadas en la literatura. Estudio
que se desarrolld en el marco del Doctorado Interinstitucional en
Educacion - énfasis en Educacién Matematica de la Universidad

Francisco José de Caldas. Los resultados obtenidos exponen los
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sentidos asignados por un grupo de profesores a expresiones
matematicas, quienes realizan una serie de transformaciones de
tratamiento dque les posibilita obtener otra expresion, por ejemplo,
transforman la expresiéon en , verifican la igualdad entre ambas
(equivalencia sintictica); sin embargo, algunos profesores no logran
relacionar los sentidos asignados a dichas expresiones, en tanto, las
relacionan con objetos matematicos o situaciones diferentes (no
reconocen equivalencia seméntica).

Palabras elave: profesores de matemdticas, dificultades, configuraciones

cognitivas, funciones semidticas, articulacion de sentidos.

Abstract

In this work, one of the results of an investigation that seeks to show
stmilarities between the difficulties that encounter mathematics tea-
chers and students to articulate the meanings assigned to semiotic
representations obtained through treatment reported in the literature is
presented. Studio that developed in the framework of the Interinstitu-
tional Doctorate in Education - emphasts in Mathematical Education
at Francisco fosé de Caldas University. The results obtained expose the
meanings assigned by a group of teachers to mathematical expressions,
who carry out a series of processing transformations that enable them
to obtain another expression, for example, transform the expression
in , check the equality between both (syntactic equivalence); however,
some teachers in the field relate their assigned meanings to express
expressions, however, they relate to mathematical objects or different
situations (do not recognize semantic equivalence).

Keywords: teachers of mathematics, difficulties, cognitive confi-

gurations, semiotic functions, articulation of senses.
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1. INTRODUCCION

En Colombia, desde los estindares curriculares para el area de
mateméticas (2006), se establece que unos de los objetivos de la
educacion matematica es lograr que los estudiantes desarrollen
la competencia de expresar y representar ideas matematicas, asi
como poder transformarlas, formular y sustentar puntos de vista
due requieren el dominio de distintos recursos y registros tanto en
lenguaje natural como matematico. Esto demanda que los profe-
sores comprendan las nociones matematicas que han de ensefar,
con un nivel de reflexién y una amplitud de analisis que posibilite
la apropiacion y el desarrollo de competencias matematicas por
parte de sus estudiantes. En tanto los objetos matematicos no son
perceptibles directamente por los sujetos, las representaciones
semibticas son el Ginico medio que tienen para “acceder” a ellos
y denotarlos (Duval,2004); y resulta fundamental reconocer un
mismo objeto matematico en diferentes representaciones obtenidas
mediante transformaciones semidticas.

Al respecto, Duval (2002) explicita tres actividades cognitivas
asociadas a los procesos de representacion y de transformacion:
en primer lugar, la formacion que requiere de la identificacion de
una representacion en un registro semiético dado; por otro, el
tratamiento que hace referencia a una transformacién semidtica
interna de un registro; y en tercer lugar la conversidn en tanto
transformacion semidtica externa a un registro. El presente estudio
centra la atencién en la transformacién semidtica de tratamiento,
especificamente en mostrar evidencias de similitudes entre las
dificultades que encuentran los profesores de matematicas y los
estudiantes para articular sentidos asignados a representaciones
semiodticas obtenidos mediante tratamiento, es decir, la capacidad
que tienen estos para relacionar los sentidos asignados entre si,

lo que Rojas (2012, 2015) ha denominado articulacién semidtica.
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La articulacion semidtica es analizada mediante herramientas
suministradas desde el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento
y la Instruccién Matemética (£os). Bajo este enfoque se consideran
practicas matematicas vinculadas a los sentidos asignados a expre-
siones algebraicas y se identifican las relaciones que los profesores
establecen por medio de las funciones semidticas que emergen
en el proceso de significacion. Las funciones semidticas son un
constructo tedrico empleado en diferentes investigaciones con el
fin de analizar procesos de significacion de objetos matematicos
(Distéfano, Aznary Pochulu, 2012; Santi, 2011; Rojas, 2012; Distéfano,
Pochulu y Font, 2015; Distéfano y Pochulu, 2017). Se presentan los
constructos tedricos del Eos que fundamentan la investigacion, asi
como los aspectos metodoldgicos que han guiado la misma. En el
apartado de los resultados se presentan los significados asignados
a expresiones algebraicas por parte de 5 profesores de primaria y se
reportan posibles causas de dificultades para relacionar los sentidos
asignados entre si, finalmente se contrastan estos resultados con
los reportados por Rojas (2012) en el trabajo con estudiantes al
resolver la misma tarea, con el propésito de identificar similitudes

y diferencias.

2. ANTECEDENTES DE INVESTIGACION

La revision de la literatura disponible permite establecer algunos
trabajos orientados a evaluar los conocimientos didactico-mate-
maticos que poseen los profesores de matematicas en ejercicio
respecto a diversos objetos matematicos, especificamente se centra
la atencidn en investigaciones que documentan las dificultades en-
contradas por estos profesores para relacionar los sentidos entre
si, otorgados a representaciones semidticas obtenidas mediante
tratamiento, es decir, para establecer una articulacién de sentidos

o articulacién semidtica (Rojas, 2012). En esta direcciéon D * Amore

_246_
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y Fandifio (2007) muestran evidencias especificas de que algunos
estudiantes y profesores asignan un sentido a una expresion o
representacién de un objeto matematico, pero luego de aplicar las
leyes y procedimientos respectivos a la expresidn, que les permite
obtener otra expresion equivalente, no siempre asignan a ésta el
mismo sentido dado a la expresidon inicial, e incluso asignan un
sentido diferente; por ejemplo, algunos interpretan la ecuacién
como “una circunferencia” (que difiere del significado institucional),
luego de aplicar los respectivos procedimientos o transformaciones,
obtienen quees interpretada como “una suma que tiene el mismo valor
de su reciproco”; no obstante, al preguntar si esta altima ecuacion
también corresponderia a “una circunferencia”, algunos estudiantes
y profesores afirman que en este caso no, en tanto las dos variables
e y no estan al cuadrado, es decir, no tiene la forma la cual es aso-
ciada con la “circunferencia”. Estos autores sostienen que al parecer
la transformacion es lo que da sentido, puesto que, al realizar el
proceso inverso reconocen que “se volveria a la circunferencia”. En
este caso los significados se atribuyen a las representaciones especi-
ficas, sin relacionarse entre si, y tanto estudiantes como profesores
realizan las transformaciones semi6ticas adecuadamente, pero con
un cambio de sentido en la nueva representacion.

Otro ejemplo, esta relacionado con la expresion que en lenguaje
natural puede ser interpretada como la suma de tres nitmeros naturales
consecutivos, pero después de realizar los procedimientos respec-
tivos, las transformaciones de tratamiento y obtener la expresion
3K, se interpreta como el triple de un nitmero natural; sin embargo,
al preguntar si la expresion 3¥ puede ser interpretada como la
suma de tres nimeros naturales consecutivos, varios estudiantes y
profesores manifiestan que no, puesto que en la expresiéon deberia
aparecer el simbolo mas. En un caso similar, relacionado con la

suma de los primeros 100 niumeros positivos naturales: 1 + 2 + ... +
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99 + 100, expresion dque a su vez puede transformarse en 101 x 50,
la cual es reconocida por muchos como resultado de dicha suma,
pero para algunos no corresponde a la representacion del objeto
inicial. La presencia del signo de multiplicacion obliga a estudiantes
y profesores a buscar sentido en objetos matematicos en los que
aparezea el término multiplicacion o términos similares; de hecho,
al preguntar si 101 x 50 corresponde o no a la suma de los primeros
100 nameros naturales positivos, algunos manifiestan que no, en
tanto “la operacion indica una multiplicacion, no una suma”. En un
ejemplo adicional, asociado a la tarea de encontrar “la probabilidad
de obtener un nimero par al langar un dado”, varios estudiantes y
profesores reconocen que las fracciones ,y son equivalentes (sin-
tdcticamente), como objetos matematicos, y representan el evento
aleatorio relacionado, pero afirman que esta tiltima no es una “expre-
ston significativa” de la situacién planteada, es decir, no reconocen
la equivalencia semantica. Al respecto, D ” Amore (2006) manifiesta
due algunos significados son asociados culturalmente, por ejemplo,
la expresion 3X es el triple de algo; 101 x 50 es un producto, no una
suma. Los signos usados en las representaciones, directamente
relacionados con la experiencia de los sujetos, juegan un papel
importante en la asignacion de significados, en este caso el lenguaje
aritmético suele ser la experiencia mas significativa.

Por su parte, Rojas (2012) realiz6 un estudio orientado a docu-
mentar el fenémeno relacionado con las dificultades que encuentran
algunos estudiantes para articular los sentidos asignados a repre-
sentaciones semidticas de un mismo objeto matematico obtenidas
mediante tratamiento. El autor realiza una descripcién y un analisis
de los procesos de asignacion de sentidos de g estudiantes de educa-
cién secundaria, 6 de grado 9°y 3 de grado 11° en tres instituciones
de la ciudad de Bogota. Los estudiantes desarrollaron el trabajo en

pequerios grupos en relacién con tres tareas especificas (situaciones
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de probabilidad simple, de expresiones algebraicas y de geometria
analitica), en las que se indagaba por los sentidos asignados a ciertas
representaciones semioticas obtenidas mediante transformaciones
de tratamiento. Los resultados muestran que varios estudiantes
encuentran dificultades para articular diversos sentidos asignados
a expresiones asociadas con un mismo objeto matematico, recono-
cen la equivalencia sintactica entre dos o mas expresiones dadas
(realizan las transformaciones de tratamiento requeridas a una de
las expresiones para obtener la otra expresién), pero no siempre
consiguen articular los sentidos asignados a dichas expresiones,
es decir, no reconocen la equivalencia semantica e incluso pueden
cambiar el sentido inicialmente asignado a estas expresiones. El autor
clasifica dichas dificultades en cuatro grupos: (i) reconocimiento
iconico de las expresiones, en tanto asignan significado a las expre-
siones basados en un reconocimiento icénico de las mismas; (ii)
anclaje a situaciones dadas, tendencia a realizar interpretaciones
ligadas con la situacién propuesta, por ejemplo, al pedir calcular
la probabilidad de que lanzando un dado se obtenga un namero
par; (iii) interaccién y cambios en la interpretacion y (iv) falta de
apropiacién del lenguaje matematico. Asi mismo, Rojas (2012)
plantea que en indagaciones similares a las que son reportadas en
su trabajo, en un contexto no formal, con estudiantes universitarios
due cursaban carreras relacionadas con la formacién de profesores
de matematicas y con profesores de matematicas en ejercicio, en
ciudades como Bogot4, Valledupar y Pasto (Colombia), asi como en
la ciudad de Guatemala (Guatemala), encontré similitudes con el
trabajo realizado por estudiantes de educacién secundaria frente a
las tareas propuestas, pero reconoce que aun faltan trabajos rigu-
rosos en torno a ese fendmeno del tratamiento. Por su parte, Rico
(1998) manifiesta que los profesores en formacién y los profesores

en ejercicio cometen errores al enfrentarse a tareas matematicas
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y muchas de ellas similares o debidas a las mismas causas que co-
meten los estudiantes. Los ejemplos presentados en esta seccion
dan cuenta de la no articulacién o cambio del significado asignado
a expresiones matematicas, especialmente por parte de profesores,
duienes al realizar las transformaciones semidticas de tratamiento
reconocen la equivalencia sintactica de las expresiones obtenidas,
pero no la equivalencia semantica, en tanto las asocian con objetos

matematicos o situaciones diferentes.

3. MARCO TEGRICO

El analisis de las producciones de profesores que se reporta en este
estudio se realiz6 a partir de constructos tedricos propuestos desde
el Enfoque Ontosemidtico (0s). Dentro de este enfoque un objeto
matematico es todo aquello que es indicado, sefialado o nombrado,
cuando se hace, se comunica o se aprende Matematicas (Godino,
2002). La prictica matematica es asumida como toda actuacién
o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por una persona (o
compartida en el seno de una institucién) para resolver problemas
matematicos, comunicar, validar o generalizar la solucién a estos
problemas (Godino, Castro, Aké y Wilhelmi, 2012). En la practica
matematica se activa una configuracion de seis tipos de objetos
primarios (Font, Godino y Gallardo, 2013): situaciones problemas,
lenguaje, definiciones, procedimientos, proposiciones y argumentos,
los cuales se vinculan entre si; en tanto las situaciones problemas
son el origen y motivacion de la actividad, el lenguaje es el soporte
para representar a las demas entidades y son un instrumento para
la accidn, los argumentos justifican tanto los procedimientos como
las proposiciones que ligadas a las definiciones resuelven las situa-
ciones-problemas. Estas relaciones, entre los seis objetos primarios,
determinan las configuraciones o “redes de objetos intervinientes

y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que se
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establecen entre los mismos” (Godino, Batanero y Font, 2008, p.8)
activadas por los sujetos, que a su vez son herramientas tedricas
para describir los conocimientos matematicos en su doble versién:
personal e institucional.

Se asume que en toda transformacién de tratamiento subyace la
nocién de equivalencia, en tanto se parte de una expresion, repre-
sentacion de un objeto dado, y mediante la aplicacién de reglas y
procedimientos validos al interior del respectivo registro semidtico
se obtiene otra expresion que representa el mismo objeto. En co-
rrespondencia con el modelo tedrico del ros se considera que en
la comprension de la nocidn de equivalencia existen dos fuentes de
significados parciales: sintictico y semantico, asi como su necesaria
articulacion. Estos dos aspectos de la equivalencia (sintdctico - semdn-
tico) se observan en los planteamientos de Chalé-Can, Font y Acufia
(2017), Chalé-Can (2018) y Mejias (2019), quienes coinciden en el
papel fundamental que juegan estos dos aspectos, la necesidad de
relacionarlos en el trabajo de aula para una adecuada comprensién
de la equivalenciay del proceso de significacion para dar sentido a
los simbolos y posibilitar un proceso de generalizacién que permita
enunciar una proposiciéon como punto de partida para el tratamien-
to simbdlico posterior. Chalé-Can et al. (2017) consideran que la
mayoria de los sujetos realizan una evaluacién numérica que les
permite tener un acercamiento a la equivalencia, posibilitando un
desarrollo primitivo e ingenuo de esta nocidn, hecho que vincula
expresiones por medio de diferentes transformaciones como facto-
rizacion, expansion, agrupacion, simplificacion de términos o una
evaluacidon numérica, etc.

En relacion al aspecto sintactico, se dice que dos expresiones A
y B son equivalentes cuando es posible aplicar una serie de reglas
y procedimientos que permiten transformar una en otra. Asi, dos

expresiones algebraicas son sintacticamente equivalentes cuando
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tienen una reescritura coman, la cual puede ser obtenida por medio
de la aplicacién de propiedades algebraicas conocidas (conmutativa,
asociativa, distributiva, identidades notables, etc.). Por ejemplo, en el
caso particular de la tarea sobre expresiones algebraicas, al aplicar
las reglas de transformacién a (z - 1) + n + (u + 1) se obtiene, lo
cual permite concluir que las dos expresiones son sintacticamente
equivalentes. En su aspecto semantico, se dice que dos expresiones
son equivalentes cuando se tiene un contexto en el que los simbo-
los de las expresiones adquieren significados y en el que, ademas,
se puede reconocer que estos dos significados son el mismo, por
ejemplo, la expresion interpretada como la suma de tres nimeros
consecutivos, también puede ser interpretada como el triple de un

nmero, tal y como se muestra en la Figura 1.

EQUIVALENCIA DE
EXPRESIONES

Significado parcial 1
Sintéctico

Significado parcial 1
Sintactico

Configuracion
cognitiva

Configuracion
cognitiva

m-D+n+(n+1)
3n

Significado parcial 2 Significado parcial 2
Semantica Semantica

Triple de un nimero ﬁ Triple de un nlimero o suma de
tres nlimeros consecutivos.

Figura 1. Equivalencia de expresiones algebraicas.
Fuente: Elaboracion de los autores. Adaptado de Chalé-Can, Font y Acufia

(2017).




Cap.m

4. METODOLOGIA

Este trabajo se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa
de tipo descriptivo e interpretativo (Rodriguez, Gil y Gareia, 1996;
Goetz y Lecompte, 1988), el cual resulta pertinente para analizar
los sentidos asignados a representaciones semidticas de un objeto
matematico, obtenidas mediante tratamiento, y la relacion entre
si de dichos sentidos. También se hace uso de algunos elementos
del analisis ontosemidtico propuesto por el eos (Godino, 2002),
como las practicas matematicas vinculadas a la interpretacion de
expresiones algebraicas y las funciones semidticas definidas en
este proceso de significacion, elementos que posibilitan el analisis
de las configuraciones cognitivas que describen y caracterizan de
manera sistematica los objetos mateméticos primarios (situaciones/
problemas, elementos lingiiisticos, procedimientos, conceptos/defi-
niciones, proposiciones/propiedades y argumentos) que se activan
e intervienen en las practicas mateméticas (interpretaciones y usos
de expresiones algebraicas), con el fin identificar y caracterizar las
dificultades que encuentran los profesores para articular los senti-
dos asignados a representaciones semiéticas, obtenidas mediante
tratamiento, por medio de las relaciones que ellos establecen.

El estudio conté con la participacion de un grupo de profesores
vinculados a instituciones educativas con las cuales la investiga-
dora de este trabajo tenia relaciones laborales, quienes a su vez
tenian vinculos con otros profesores de matematicas en diferentes
instituciones educativas del pais (Colombia) que se despefian en
educacion basica (primaria y secundaria) y media vocacional (10°
y 11°) que ofrecieron posibilidades de colaboracién y aceptacion
para participar en este estudio. Con esta red de profesores se logrd
tener una participacion de 32 profesores de primariay 32 de secun-
daria, ubicados en ocho regiones. En Colombia los profesores de

matematicas que se desempefian en la educacion basica primaria,
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salvo algunos casos, no cuentan con una formacioén especifica en
matematicas. Con los dos grupos de profesores se trabajaron 2 ta-
reas, dicho proceso se llevd a cabo de manera virtual. Los analisis
y resultados due se presentan corresponde a la tarea sobre inter-
pretacion de expresiones algebraicas, tema que fue trabajado con

estudiantes por Rojas (2012), la cual hace referencia a:

(Tarea — Interpretacién de las expresiones). En lo que sigue, asuma que n representa un nimero natural
cualquiera.

1. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted a la expresion 3n.

2. Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted a la expresion (n — 1) + n+ (n + 1)

3. (Qué relacion hay entre la expresion (n — 1) + n + (n + 1)y la expresion 3n?

4. (Laexpresion (n — 1) + n + (n + 1) puede interpretarse como el triple de un niimero?

De este grupo de 64 profesores (32 primariay 32 secundaria) se
seleccionaron aquellos profesores que, minimo en tres tareas de las
cuatro propuestas, aplicaban una serie de procedimientos y reglas
(transformaciones de tratamiento) lograron establecer y verificar
la equivalencia de expresiones desde lo sintactico, pero al dotar de
sentido y significado dichas expresiones no lograron relacionar entre
si los sentidos asignados a éstas, y fueron asociadas con situaciones
o con objetos matematicos diferentes, impidiendo el reconocimiento
de la equivalencia semantica, lo cual se ha denominado como %o
articulacion semidtica (Rojas, 2012). Tal y como se evidencia en una

de las producciones realizadas por la profesora Primaria-9.
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Figura 2. Produccidn la profesora Primaria-g
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En la anterior produccidn se evidencia que la profesora otorga
significados a las expresiones (n-1)+n+(n+1) y 3n aplica una serie de
transformaciones que le permite verificar que ambas expresiones
son iguales (equivalencia sintdctica), pero expresa que la expresion
(n-1)+n+(n+1) no puede ser interpretada como el triple de un ntumero
en tanto representa situaciones u objetos matematicos diferentes
(no reconoce equivalencia semdntica). Con base en el criterio de se-
leccion de la poblacion antes mencionado, se contd con 5 profesores
de primaria y 6 de secundaria, quienes conformaron un estudio
de caso colectivo (Stake, 1994): para este trabajo se presenta los
analisis y resultados del grupo de 5 profesores de primaria, de una
de las cuatro tareas propuestas. El grupo estuvo conformado por:
primaria-3, primaria-4, primaria-g, primaria-31 y primaria-32. En
lo que sigue del escrito se nominaran con las letras A, B, C,D, E y

E, junto a la etiqueta del grupo (en este caso, primaria).

5. ANALISIS Y RESULTADOS

Con el propoésito de evidenciar los sentidos otorgados por los 5
profesores de primaria cuando resuelven una tarea que requiere
la interpretacion de expresiones algebraicas, asi como identifi-
car las dificultades que encuentran para relacionar los sentidos
otorgados a éstas, se presenta una rejilla en la que se sintetizan
las configuraciones cognitivas de objetos primarios activados al
solucionar la tarea propuesta. Se muestran las relaciones entre
los objetos primarios que determinan la configuracién cognitiva
activada por cada profesor. Segan Rondero y Font (2015), estos
son relacionados entre si, en tanto las situaciones-problemas son
origen y motivacion de la actividad matematica, el lenguaje actaa
como soporte para representar a las entidades y a su vez son soporte
para la accidn, los argumentos justifican los procedimientos y las
proposiciones que, conjuntamente con las definiciones, resuelven

las situaciones-problemas.



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

Tabla 1. Configuraciones cognitivas activadas por el grupo de profesores

de primaria. Fuente: Elaboracion de los autores

(Tarea — Interpretacion de las expresiones). En lo que sigue, asuma
que n representa un niumero natural cualquiera.

Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted a la expresion .
Diga qué significa o que interpretacion le asigna usted a la expresion
&Omné relacion hay entre la expresion y la expresién ?
¢La expresion puede interpretarse como el triple de un nimero

Docente Lenguaje Definiciones Propiedades Procedimientos ~ Argumentos
Tres veces un  Definicién 1 Tesis: La
niimero Cualquier propiedad no
Nitmero niimero es valida
n-1)+n+(n+1)=3n
natural natural 3 (=Dl Razén: En
q Se agrupan y se
Expresiones veces q § o la segunda
N s obtiene el mismo Operacion )
Primaria Ecuacién .. expresion
" P resultado de términos
A Agrupacion  Definicién 2 . s . la z no es
A Propiedad impli- semejantes g
Resta Un niumero 5 q 9 el mismo
q cita: Equivalencia .
Suma cualquiera se . niitmero como
a3 ar. de expresiones
Simbélico: le resta uno sucede con el
3n y luego se le triple de un
(n-1)+n+(n+l) suma uno néimero
Tesis: La
Tres veeces un Es el triple propiedad no
, oo
nimero de un es valida
o n-1)+n+(n+1
Triple de un nimero ( )_ 3n( ) Razoén:
nimero cualquiera. . , En la prima-
, Si 7 es un niime- on A
Niumero Tres veees el Operacion ria expre-
. . . , ro en ambos S . .,
Primaria  consecutivo niimero , de términos sién (n-1)
S casos y ademas .
B Ntumero . semejantes #n#(n+l)
. es el mismo .
natural Definicién 2 , se tiene un
ntmero da el " R
Suma La suma de . namero igual
. re , mismo resultado.
Simbdlico: tres numeros tres veces y
3n consecutivos en la segunda
(n-1)+n+(n+l)  cualquiera el niimero es

diferente.
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Tesis: La
ropiedad no
Tres veces n 0-an prop Ah
. Definicién 1 es valida
Cantidad s 1 )
) Se triplica Razén: En
Nuumero q
una cantidad la segunda
natural . (n-1)+n+(n+l) P
, cualquiera expresion se
Nuumero =3n
. Tres veces ., suma tres
.. consecutivo , Aplicacion de S .
Primaria q q un niumero q g q términos
Edquivalencia Edquivalencia propiedades
C ] q que no son
Expresiones 652 entre expresiones g
Definicién 2 . iguales o
Suma algebraicas. q
. Yy La suma de equivalentes
Simbélico: ,
3 tres niumeros que surge
consecutivos de la repre-
(n-1)+n+(n+1) Y
sentacion de
tres niimeros
consecutivos
Tres veces un
nimero
Funcién
lineal
Niéimeros Definicién 1 kg b
consecutivos El triple de propiedad no
21s
Expresiones a es vilida
qulx)ivalentes o mere Razén: En la
Tres veces el g2 92
ST ntimero (n-1)+n+(n+l) Evaluacién expresion
Primaria ez =3n con un niime-  (n-1)+n+(n+1)
D i .. Son equivalentes  ro particular se estan
Nun}ero Definicién 2 q P 1 do el
Simbélico: ey . n= sumando e
3n ” antecesor, el
néimeros ntumer 1
(-D+n+(n+1)  congecutivos GG
Grafico sucesor.
.
L]
_AI__—’
Definicién 1
Expresion
Expresion algebraica Tesis: La
algebraica que indica el propiedad no
Triple de un triple de un es valida
5 , (n-1)+n+(n+1)=3n .y A
nimero nimero A Evaluaecién Razoén: En
S . La n es comuin ,
N Incognita . con un niume- la segunda
Primaria . 902 y da el mismo . Py
E Operaciones  Definicion 2 resultado ro particular  expresién la
Valor Darle un 5 an n toma valo-
. Son equivalentes .
Simbélico: valor a en res diferentes
3n cada opera- y no siempre
(n-1)+n+(n+1) cién indi- es el triple de
cada donde un niumero.
se halla el
valor

Con base en estas relaciones entre los seis objetos primarios, la

profesora [Primaria-A] asocia la expresién 3 con tres veces cual-



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

quier namero natural y la expresion (n-1)+n+(n+1) como un numero
cualquiera que se le resta uno y luego se le suma uno (conversidn de
lenguagje stimbolico a lenguaje natural). La profesora reconoce que
ambas expresiones son iguales (equivalencia sintdctica), pero desde el
aspecto semantico no admite la veracidad de la conjetura, en tanto,
en la expresién la toma diferentes valores (3 nimeros diferentes),lo
cual no sucede con el triple de un ntumero, pues los tres niumeros
son iguales (no equivalencia semdntica). La profesora [Primaria-B]
interpreta la expresion 8z como el triple de un ntmero cualquiera
o tres veces n, y la expresion (n-1)+n+(n+1) como la suma de tres
nameros consecutivos. Reconoce que si es el mismo niimero en
ambos casos, se obtiene el mismo resultado. Aspecto que le permite
verificar la relacion de igualdad entre ambas expresiones. Respecto
a los argumentos dados: sintacticamente la profesora admite que
las expresiones son iguales; pero desde el aspecto semantico la
conjetura no es valida puesto que, en la segunda expresion se tiene
(n-1) #n#(n+1). La profesora [Primaria-C] relaciona la expresién
3n con el triple de una cantidad cualquiera o tres veces el nimero,
la expresion (n-1)+n+(n+1) es asociada con la suma de 3 nimeros
consecutivos. Frente a las propiedades la profesora reconoce que
(n-1)+n+(n+1) es decir, que las dos expresiones son equivalentes.
Respecto alos argumentos dados por la profesora, desde lo sintictico
las expresiones son iguales, pero desde lo semantico la conjetura
no es valida, puesto que en la expresion (n-1)+n+(n+1) se suma 3
términos que no son iguales o equivalentes en tanto, relaciona 3
naimeros consecutivos.

La profesora [Primaria-D] asocia la expresién 3z con tres
veces un niumero o una funcién lineal, la expresion (n-1)+n+(n+1)
es relacionada con la suma tres niimeros (antecesor, nimero, su-
cesor). En términos del reconocimiento de la equivalencia desde

el punto sintéctico reconoce que (z-1)+n+(n+1) = 3n (aplicacion de
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propiedades). La profesora [Primaria-E] interpreta la expresion
3n como el triple de un ntmero, aunque especificamente no asigna
un significado a la expresién (r-1)+n+(n+1) reconoce que al darle
un valor especifico a # en cada operacion y al realizar éstas se
obtiene el mismo resultado. En términos del reconocimiento de la
equivalencia, desde el punto sintictico, admite que las expresio-
nes (n-1)+n+(n+1) = 3 son iguales, pero la expresion no puede ser
interpretada como el “triple de un nmitmero”, puesto que, se tienen 3
ntmeros diferentes.

En cuanto a las funciones semidticas, las profesoras de prima-
ria-A, B, C y F establecen tres: una entre el antecedente “3n” y el
consecuente ‘el triple de un nitmero cualquiera o tres veces el niimero
; otra entre el antecedente “” y el consecuente “la suma de tres ni-
meros consecutivos cualquiera”; y una tercera entre el antecedente y
(n-1)+n+(n+1) y los consecuentes “las expresiones son equivalentes”,
“st es unm nimero en ambos casos y ademds es el mismo nitmero da
el mismo resultado” que les posibilita reconocer la igualdad de las
expresiones, obtenida mediante transformaciones de tratamiento
(aspecto sintdctico), desde su aspecto semintico la conjetura no es
valida, en tanto, en la expresion (n-1) = n # (n+1) y en la expresion 3n
se tiene un ntmero igual tres veces. La profesora de primaria-D,
establece cuatro funciones semidticas: una entre el antecedente y el
consecuente ‘el triple de un nitmero cualquiera o tres veces el niimero
n”; otra entre el antecedente “cada nitmero se multiplica por 3” (asigna
casos particulares), la tercera entre el antecedente (n-1)+n+(n+l) y
el consecuente “suma de tres nitmeros consecutivos”; y una cuarta,
entre el antecedente “(n-1)+n+(n+1l) y 3n” y el consecuente “ex-
presiones equivalentes”. En las soluciones realizadas se evidencia
due las profesoras reconocen y admiten la equivalencia sintdctica
entre las expresiones, en tanto, al aplicar las transformaciones de

tratamiento a la expresion (n-1)+n+(n+1) obtienen 3n, argumentan
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que la expresion (n-1)+n+(n+1) no puede ser interpretada como el
“triple de un nitmero”, puesto dque relaciona tres niimeros diferentes;
aspecto dque fue corroborado en la entrevista semiestructurada

desarrollada a la profesora-D.

Entrevistadora: Buenas tardes profe. Gracias por dedicar
unos minutos de su tiempo para charlar un poco sobre las
soluciones realizadas en cada tarea. Iniciemos con la tarea
que corresponde a la interpretacion de expresiones algebrai-
cas (la entrevistadora comparti6 la pantalla con las fotos de
las producciones de la profesora) salcanza a ver mi pantalla?

Primaria-D: Si sefiora. (Indicando que si con un movimiento
afirmativo de la cabeza)

Entrevistadora: (Amplia el tamafio de la presentacién). Frente
a la primera pregunta la profesora escribié que la expresion
de puede ser interpretada como el triple de un namero o 3
veces el nimero y que la expresién corresponde a la suma
de 3 niumeros consecutivos. También que las dos expresiones
son equivalentes. En el cuarto ftem se indagaba si la expresiéon
puede ser interpretada como el triple de un nimero, escribié
que no. Me gustaria que me comentara como se dio cuenta
que la no puede ser interpretada como el triple de un ntumero.

Primaria-D: Bueno (guarda un momento de silencio) las ex-
presiones son equivalentes pero una cosa es tener un niumero
completico, por ejemplo, en la expresidon due es un niumero
multiplicado por tres o la suma de tres naimeros iguales y en la
expresion es la suma de tres niumeros diferentes, el nimero,
el sucesor y el antecesor.

Entrevistadora: Pero si se hacen las operaciones obtienen el
mismo resultado ;Cierto?
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Primaria-D: Si (indicando que si con la cabeza) pero no signi-
ficaria lo mismo desde mi perspectiva porque no son lo mismo
como due te digo en la segunda expresion no es el niumero tres
veces (o0 sea) tengo nimeros diferentes, nimeros distintos (un
momento de silencio) asi pues digamos en el caso de cuatro
en la expresién seria 12 y en la segunda expresidn se tendria
3+ 4+ 5 que es igual a 12. Aundue son los mismos resultados
son situaciones diferentes.

(Diélogo entre el profesor y la investigara, 2020)

En la transeripeidn se evidencia que la profesora refuerza los
argumentos dados en la solucién inicial de la tarea, enfatiza que la
expresion hace referencia a la multiplicacion y la expresion a la
suma de 3 niumeros consecutivos (diferentes). La profesora intro-
duce el concepto de niumero “‘completo”, para referirse a un ntimero
igual, para ello recurre a un caso particular que al ser multiplicado
con tres se obtiene 12, y la expresion relaciona tres ntmeros dife-
rentes, por ejemplo, al emplear el mismo caso de se tiene 3 + 4 + 5,
respectivamente; aspecto que jugd un papel fundamental para no
admitir la equivalencia semantica entre las expresiones.

En correspondencia con los dos significados parciales sintdctico
y semdntico, en la Figura 3 se muestra que desde el significado parcial
sintactico la aplicacidn de reglas permite encontrar otra expresion,
como en el caso de la expresion se obtiene que permite concluir
que las dos expresiones son equivalentes. En el caso particular
de la tarea propuesta el aspecto sintdctico no fue suficiente para
algunos profesores, quienes desde el significado parcial semantico
plantearon que las expresiones refieren a situaciones u objetos

matemaAticos diferentes.
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se fiene

a0 3N
xp\‘es\on en la

iplicacion Y
xp(eS\O“

Figura 3. No articulacion de los significados parciales sintdctico y semantico a
la equivalencia de las expresiones (n-1)+n+(n+1) y 3n. Fuente: Elboracién de los
autores

En su aspecto semdntico se tienen dos expresiones equivalentes,
en tanto existe un contexto en el que los simbolos de las expresiones
adquieren significados contextuales que permiten concluir que ambas
expresiones pueden ser interpretadas como el triple de un niimero.
Los resultados muestran que, a pesar de verificar la equivalencia
desde lo sintactico, el ir mas alla de la aplicacion de reglas, los dos
sentidos asignados a cada expresidon no necesariamente se logran

relacionar entre si.
5. CONSIDERACIONES FINALES

El trabajo desarrollado brinda evidencias sobre las dificultades

due encuentran algunos profesores de matematicas para articular
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los sentidos asignados a representaciones semidticas obtenidas
mediante tratamiento. Frente a la tarea que se reporta se identifican
similitudes entre las dificultades que encuentran los profesores
reportados en este estudio con las documentadas por Rojas (2012)
sobre el trabajo que realizan los estudiantes al resolver la misma
tarea. Por ejemplo, en relacién con la situacién de interpretacién
de expresiones, el autor reporta que “algunos estudiantes asignan
sentido a las expresiones (n-1)+n+(n+1) y 3n basados en un reconoci-
miento icénico de las mismas”; en tanto la forma de estas expresiones
determinan la interpretacion realizada; especificamente centran la
atencién en “la forma de las expresiones”y los procesos asociados
a cada expresion. Reporta también que “algunos estudiantes logran
reconocer una equivalencia entre las expresiones (n-1)+n+(n+1) y
3n, asignando valores especificos de n (casos particulares) pero
no logran articular los sentidos asignados a cada expresion”. Ini-
cialmente interpretan la expresién (n-1)+n+(n+]) como una suma
de tres nimeros consecutivos, pero no como 3 veces un namero,
y argumentan due “el triple de un nitmero no es ast, sino (que) esa es
la suma de tres niimeros consecutivos, no la suma tres veces un mismo
niimero” (Rojas, 2012, p. 117). Se evidencia asi la similitud de estos
con los aportados por los profesores.

Otros argumentos dados por los estudiantes muestran que
centran la mirada en la forma de las expresiones y los procesos
asociados con cada una, algunos afirman: “porque son tres términos
diferentes (se refiere a los términos n-1; n; n+1), para ser el triple de
um término tienen que ser iguales, pues ahi no”, “porque esta expresion
countiene suma, restas, paréuntesis, nimeros agregados y las enes” (Ro-
jas, 2012, p. 117). En su mayoria los estudiantes reconocen que de
la expresion (n-1)+n+(n+1) se obtiene como resultado la expresién
3K, pero la expresion inicial no es el triple de un namero, puesto

due se suman nimeros diferentes, en cambio 3X o el triple de X
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relacionan tres términos semejantes o iguales, es decir, cada una
de estas expresiones incorpora procedimientos que las diferen-
cian. En conclusion, los estudiantes argumentan que la expresiéon
(n-1)+n+(n+1) no puede ser el triple de un ntumero, pues si bien hay
3 términos estos son todos diferentes, tal y como se evidencia en el
siguiente argumento dado por un estudiante “para que sea el triple
de un nimero, los tres términos tienen que ser iguales o semejantes y
ahi no muestra eso; ahi muestra que es una operacion de tres, pero ...
1o, no creo sea el triple” (Rojas, 2012, p. 118). Por otro lado, algunos
estudiantes afirman que la expresién (n-1)+n+(n+1) incorpora
sumas, restas, nimeros ‘agregados” y paréntesis, mientras en la
expresion 3X sdlo incluye una multiplicacién o se suman 3 nameros
iguales. En general, los anteriores argumentos resultan similares a
los dados por los profesores y permiten concluir que los sentidos
asignados por los profesores también estan asociados con la forma
de las expresiones. En las soluciones dadas se evidencia un hecho
cultural en relacion a la asignacién de sentido, precisamente que
éste es asignado en correspondencia con el reconocimiento iconico
de las expresiones.

Como se menciond inicialmente, este trabajo parte del supuesto
de que los elementos sintacticos y semanticos son parte constitutiva
de la equivalencia, y que se requiere la articulacién entre estos dos
elementos: en su aspecto sintdctico los profesores realizan una serie
de practicas como la aplicacion de transformaciones de tratamiento
(agrupacién de términos semejantes, evaluacién con un nimero
particular, aplicacion de propiedades) que les posibilita obtener
una expresion a partir de otra, como en el caso en que transforman
(n-1)+n+(n+1) en 3u; en su aspecto semdntico la expresion (n-1)+n+(n+1)
no es admitida por algunos profesores como el “triple de un niimero”,
en tanto consideran due la expresion 3n relaciona tres nameros

iguales mientras que la expresion (z-1)+n+(n+1) relaciona tres na-
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meros diferentes, otros manifiestan que la expresion 3 involucra
una multiplicacién, mientras la expresion (z-1)+n+(r+1) una suma,
argumentos similares a los presentados por los estudiantes y que
fueron documentados por Rojas (2012, 2015).

En cuanto a la complejidad de la nocién de equivalencia des-
crita por medio de dos significados parciales (aspectos sintéctico
y semdntico), la valoracién numérica de cada expresion realizada
por los profesores mediante la asignacion de un niumero especifico,
puso en evidencia este hecho: para algunos profesores fue el paso
due les permitid, no sélo obtener el mismo resultado sino verificar
la equivalencia, estableciendo asi una relacion entre los aspectos
semantico y sintictico; para otros este hecho no fue suficiente y a
pesar de obtener el mismo resultado no reconocieron la equivalencia
semantica, en tanto “veian” expresiones con formas diferentes que
les evocaba operaciones diferentes, sentidos diferentes que no se
relacionaban entre si. Siguiendo los planteamientos de Chalé-Can
et al. (2017) se reconoce que la complejidad en torno a la equiva-
lencia de expresiones algebraicas requiere del aspecto sintactico
y el semantico, asi como su necesaria articulacién, en tanto cada
significado posibilita una serie de practicas matematicas especificas,
tales como: 1) Equivalencia sintdctica: la evaluacién particular con
un niumero especifico o la operacién de términos semejantes per-
mite establecer que las expresiones (z-1)+n+(r+1) y 3n son iguales
en tanto generan el mismo resultado; y ii) Equivalencia semdntica:
permite evidenciar que existen diferentes maneras de representar
un mismo nimero, como el caso de la expresién (n-1)+n+(n+1)
due puede ser interpretada como el “triple de un nitmero”, en tanto
equivalente a la expresion . La herramienta configuracion cognitiva
propuesta por el Eos ha permitido evidenciar las relaciones que los
profesores establecen por medio de las funciones semidticas defi-

nidas en la solucion de la tarea, lo cual ha posibilitado identificar
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y caracterizar las dificultades que encuentran los profesores de
matematicas para articular sentidos asignados a representaciones

semidticas obtenidas mediante tratamiento.
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ANALISIS DE TAREAS DE MATEMATICA QUE SE
PROPONEN EN UNA FORMACION CONTINUA
DE PROFESORES CUANDO LAS TIC SE
ESTABLECEN COMO RECURSO PRIORITARIO:
UN ESTUDIO DE CASO

ANALYSIS OF MATHEMATICS TASKS THAT
ARE PROPOSED IN A CONTINUOUS TRAINING
OF TEACHERS WHEN ICT IS ESTABLISHED AS
A PRIORITY RESOURCE: A CASE STUDY
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Resumen

El presente trabajo reporta el analisis, caracterizacion y valoracion
de dos tareas de geometria disefiadas por profesores durante una
capacitacion gratuita y con modalidad semipresencial, donde las
TIC fueron el recurso prioritario. Para el estudio, se utilizaron los
criterios de idoneidad did4ctica propuestos por el Enfoque Onto-
semidtico del conocimiento e instruccién mateméticos (£os). Se
concluye que aunar los conocimientos sobre la incorporacion de las
nuevas tecnologias en las practicas de ensefianza y los aportes de
la Didactica de la Matematica, contribuyen a planificar propuestas

en las que se enriquece la actividad matematica de la tarea y mejora
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la comprensién de los estudiantes sobre los objetos matematicos
involucrados.

Palabras claves: tareas de matemaética, formacién continua, TIC.

Abstract

The present work reports the analysis, characterigation and assessment
of two geometry tasks designed by teachers during a free training in a
blended mode, where rcT was the priorvity resource. For the study, the
didactic suitability criteria were used, proposed by the onto-semiotic
approach of mathematical knowledge and instruction (osa). The conclu-
ston is that join knowledge about the incorporation of new technologies
in teaching practices and the contributions of Mathematics Didactics,
contribute to planning proposals in which the mathematical activity
of the task is enriched and improves the understanding of the students
about the mathematical objects involved.

Keywords: mathematical task, continuous training, 1ct.
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1. CONTEXTO DE LA PROBLEMATICA

Distintos procesos han favorecido en los altimos afios la incursion
de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (Tic) en las
aulas del nivel secundario y superior de Argentina. Entre ellos, se
ubica el Programa ‘Conectar Igualdad’ -integrando el Plan Nacional
Integral de Educacion Digital- desde el 2010 proveyd de notebooks
a alumnos y docentes de diferentes instituciones educativas durante
seis anos. Por otro lado, desde el ano 2012 se iniciaron, de modo
gratuito y con modalidad semipresencial, distintas especializaciones
para docentes dependiendo del Ministerio de Educacion y Deportes
de la Nacién. Entre ellas se encontraba la ‘Especializacién docente
de nivel superior en Educacién y Tic’ (en adelante EDET).

Cabe preguntarse si en este contexto de integracion de los nuevos
recursos tecnoldgicos a las tareas de ensefianza de la matematica
se promueven propuestas que enriquecen la actividad matematica
de los alumnos y la comprensién de los objetivos involucrados o si,
por el contrario, solo se fuerza el empleo de las nuevas tecnologias.

Entre los requisitos de aprobacion de edet para los docentes
de matematica se encontraba la elaboracion de un trabajo final
(TF) que consistia en una secuencia did4ctica completa sobre un
contenido de libre eleccién y su posterior defensa ante un tribunal
examinador.

En este articulo se consigna el analisis de dos tareas de un TF
de la mencionada especializacién. Dicho analisis integra la tesis de
doctorado titulada ‘Caracterizacion de las tareas de matematica que
se proponen en una formacién continua de profesores, cuando las

TIC se establecen como recurso prioritario’.
2. ANTECEDENTES

Barreiro (2015) se propuso investigar como favorecer la integra-

cion de las Tic en la formacidn inicial. La investigacion se llevé a



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

cabo con estudiantes avanzados del Profesorado Universitario de
Matematica de la Universidad Nacional de General Sarmiento, en
dos asignaturas referidas a la ensefianza de la matematica, entre
cuyos objetivos figura que el estudiante genere y fundamente el
sentido de la inclusién de las nuevas tecnologias en una propuesta
de ensefianza. El trabajo fue de corte cualitativo y contempld una
parte de tipo descriptiva y otra exploratoria. Consideré como pun-
to de partida las fases de integracion tecnoldgica de los docentes
desarrolladas por Sandholtz adaptandolas a la formacion inicial
de profesores y a la mirada disciplinar. Ademas la autora enumerd
diferentes criterios a tener en cuenta a la hora de valorar el uso de
TIC en las tareas matematicas.

Hernandez G6émez, Briones Pefialver, Serdeira Azevedo y
Medina Vidal (2016) presentan una investigacion llevada a cabo
en una escuela de ensefianza secundaria de la Region de Murcia
(Espaiia) a partir de una muestra de 48 alumnos que cursaban 3°
afio de Educacién Secundaria Obligatoria (Eso). Se ha analizado en
el estudio algunas de las ventajas de la utilizacion e incorporacion
de las T1C en la educacion, concretamente en el bloque Geometria
Meétrica. El grupo de alumnos sobre el que se aplicé la investigacién
se dividi6 en dos subgrupos con el fin de obtener datos cualitativos
y cuantitativos de comparaciéon. En uno de los grupos se desarro-
116 una estrategia didactica empleando Geogebra en la ensefianza
y, en el otro, se utilizd la estrategia convencional consistente en
exposiciones tedricas en la pizarra y ejemplos. Concluyen que las
situaciones de ensefianza se han visto favorecidas por el uso de
las T1C ya que el programa mencionado favorecié la interactividad
entre los alumnos, entre los alumnos y el profesor y entre los alum-
nos y el programa; liber6 a los estudiantes de trabajos repetitivos

y rutinarios permitiéndoles emplear el tiempo para afianzar los

— 272 —



Cap.12

contenidos esenciales y provocando que se sientan protagonistas
de lo que hacian y, por ende, de su aprendizaje.

Montecé (2017) también indagd la incidencia del software Geo-
Gebra en el proceso de ensefianza — aprendizaje de estudiantes del
Octavo Afo de Educacién Basica de la Unidad Educativa ‘Nicolas
Infante Diaz’ de la ciudad de Quevedo (Ecuador). Para su estudio,
due consistié en técnicas de observacidn directa y encuestas a una
muestra aleatoria de 154 alumnos y 12 docentes, se propuso analizar
la motivacion de los estudiantes, comprobar la incidencia de las es-
trategias metodoldgicas al emplear dicho software en la ensefianza y
elaborar un manual de usuario del mismo. Coneluyd que GeoGebra
es una estrategia innovadora, que permite a los docentes compartir
contenidos matematicos con el apoyo de la tecnologia, realizando
procesos en forma auténoma y propiciando un aprendizaje mas

significativo y participativo para los alumnos.

3. CUESTIONES METODOLOGICAS

El objetivo general del trabajo que se presenta es caracterizar las
tareas de matematica que se proponen en una formacién continua
de profesores cuando las Tic se establecen como recurso priori-
tario. En este sentido se han establecieron los siguientes objetivos

especificos

Explorar la coherencia entre las consignas, el contexto y los

objetivos de las tareas propuestas.
Analizar la comprensién disciplinar que fomentan las tareas

presentadas en virtud de la variedad y complejidad de las rela-

ciones entre los objetos primarios involucrados en las mismas.
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Identificar los criterios que justifican el uso de las TIC en las

tareas que se presentan.

Valorar la idoneidad epistémica de las tareas de matematica

due se proponen cuando las TIC son un recurso prioritario.

De acuerdo a Hernandez Sampieri, Fernandez Collado y Baptista
Lucio (2010), Yuni y Urbano (2014) y Supo (2012) la investigacién

asumio las siguientes caracteristicas:

Exploratoria ya que se proyecta indagar en las caracteristicas de
las tareas que integran los TF de profesores de matematica de
Argentina que finalizaron la Especializacién Docente de Nivel

Superior en Educacion y TIC en los altimos afos.

Descriptiva en cuanto se propone establecer aspectos comunes
de dichos TE.

Cualitativa ya que esta orientada a la exploracion y descripcion

de un objeto de estudio que no se puede cuantificar.

Transversal porque el nimero de mediciones de las variables

en estudio serd uno: el TF de cada docente.

Observacional debido a que, como investigadora, no he tenido

intervencién en cada TF analizado.

Metodolbgicamente se tuvieron en cuenta también los siguientes
constructos y herramientas definidas por el Enfoque Ontosemiético
de la Cognicion e Instruccién Matematica (Eos): practica matematica,
configuraciones epistémicas y cognitivas, significados (instituciones

y personales) e idoneidad diddctica. Ademas, en virtud del lugar
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destacado que el os le asigna a la actividad matematica, elegimos
la definicion de tarea propuesta por Barreiro, Leonian, Marino,
Pochulu y Rodriguez (2016) ya que enfatiza en el desempeiio del
alumno ante la propuesta de ensefianza, valora la cohesion entre
consigna, el contexto y los objetivos y establece pautas para “selec-
cionar o disefiar tareas para cuya resolucion se pueda utilizar la
tecnologia disponible con un uso pertinente y significativo” (p. 63)
Para cada TF presentado por los profesores se consideraron seis
fases que se describen a continuacidn:
Primera Fase: Establecimiento de un marco epistémico y diddctico
de referencia. Para la elaboracion de este marco se recurri6 a re-
comendaciones del disefio curricular e investigaciones y estudios
especificos realizados sobre el contenido matematico de cada TF.
Este marco de referencia conformd el significado de referencia
due fue tenido en cuenta para el anilisis y valoracion de las tareas
propuestas.
Segunda Fase: Estructuracion de la configuracion epistémica-cogniti-
va de cada tarea. Se examin la configuracion epistémica-cognitiva
de las distintas tareas de la secuencia para determinar cémo se
articulan los objetos primarios que se ponen en juego, si emergen
0 no conceptos, propiedades, procedimientos; si se busca activar
procesos de argumentacion, si se hace uso de diferentes tipos de
lenguajes, ete.
Tercera Fase: Andlisis de coherencia entre countexto, objetivo y con-
signa de cada tarea. Considerando que la actividad que realiza un
alumno ante la propuesta de ensefianza del docente es clave a la
hora de definir cémo ensefar matematica Barreiro et al. (2016)
establecieron que una tarea estd conformada por tres partes: una
consigna, un contexto y el objetivo. El término consigna refiere
a los enunciados de las actividades matematicas que un docente

plantea en clase. El contexto de una tarea lo constituyen el tipo de
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trabajo que viene realizando el grupo de alumnos, los contenidos
previos, el momento en que se plantearia la consigna, la modalidad
de trabajo (individual, grupal, ete.). Finalmente, el objetivo de la
tarea es el objetivo de aprendizaje que el docente plantea y por el
cual elige la consigna.

Entonces, de las resoluciones de la segunda fase se indagé la
coherencia entre las tres partes que conforman una tarea, es decir,
entre contexto-objetivos, objetivos-consigna y consigna-contexto.
Cuarta Fase: Andlisis del potencial matemdtico y actividad matemdtica
de las tareas, que conformardn el significado institucional pretendido.
Para determinar el potencial matematico de una consigna se consi-
deraron los indicadores que se establecen en Barreiro et al. (2016)
y en particular, “las posibilidades de exploraciéon que la consigna
habilita o no y las posibilidades de argumentar sobre la validez de
la resolucidn o de la respuesta” (p. 27),

Se considera valioso que la consigna de una tarea pueda admitir
diferentes posibilidades de exploracién y argumentacién porque le
permite al estudiante tomar decisiones, organizar sus intentos para
afrontar la resolucién, recurrir a heuristicas, reflexionar sobre sus
intentos para sostenerlos o no, buscar la manera de explicar el por-
qué de la respuesta, validar las conjeturas que surgieron, ete. De este
modo, el tipo de actividad que se espera realizaria un estudiante se
legitima al asemejarse al trabajo del investigador matematico.

En cuanto a la actividad matematica, entendida como el desem-
pefio, trabajo o quehacer que el estudiante realiza ante una tarea
determinada, es considerada valiosa si el potencial matematico de
la consigna es rico, si el docente le asigna un rol activo al estudiante
y si el objetivo due se persigue es cognitivamente exigente.

Quinta Fase: Valoracion del uso pertinente y significativo que ha-
rian los estudiantes de las TIC en la resolucion de la tarea. Resulta

sustantivo complementar el analisis de las tareas previsto a la luz
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de criterios para valorar el uso de nuevas tecnologias en las clases
de matematica. En tal sentido, adoptamos los criterios elaborados
por Barreiro (2015) para un uso pertinente y significativo de las
TIC y que aparecen en un capitulo de Barreriro et al. (2016). Estos
principios estan alineados con los enfoques constructivistas en
educacion matematica ya que ponen la atencién en la actividad
genuina de trabajo por parte del alumno guiado por un docente
due disena y coordina tareas. Por ello, la autora hace referencia
a un uso pertinente —en el sentido de dque sea oportuno el uso de
las T1C y no sélo por obligaciéon — y significativo aludiendo a que el
alumno aprenda algo valioso para esta disciplina.

Dichos criterios son: favorecer la basqueda de pruebas matema-
ticas, imprescindibilidad de las T1c, no perder de vista el objetivo
matematico, incluir distintos usos de Tic, complementariedad de las
TIC como un recurso mas de la clase, libertad para apelar a las T1C,
libertad de seleccion de cual recurso tecnoldgico utilizar.

También se adopta, en esta fase, el modo en que Barreiro (2016)

considera los criterios mencionados de acuerdo al status que tienen:

Si la tarea no cumple el criterio de la imprescidibilidad (el se-
gundo de la lista anterior) la valoracién de la significatividad
es negativa y si no cumplen el criterio de no perder de vista el
objeto matemaético (el tercero) se considera que el uso de TIC
no es pertinente. Si alguno de los dos criterios y/o los dos no se
cumplen, termina el analisis y se argumenta la valoracién negativa

a partir de la ausencia de ellos.
Si ambos criterios se cumplen, se analiza el cumplimiento de

cada uno de los restantes y su presencia justifica, atin mas, la

valoracion positiva.
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Cabe mencionar, ademas, que los criterios 4 y 5 son mas razo-
nables de considerar en una secuencia didactica completa que en
tareas particulares.

Sexta Fase: Valoracion de la idoneidad epistémica de las tareas. La
valoracion cualitativa de las tareas se realiz6 teniendo en cuenta el
marco epistémico y didactico de referencia establecido en la Primera
Fase (significado de referencia), el significado pretendido que fue
determinado mediante el analisis de las areas en la Segunda Fase y
los criterios de idoneidad epistémica que propone el ros (Godino

2011, 2013).

Marco epistémico y
didactico

Valoracion de la
idoneidad
epistémica

Analisis de las
tareas

Criterios de
Idoneidad
epistémica

Figura 1. Valoracion de la idoneidad epistémica

Fuente: Jiménez Consuegra, 2018, p. 27

La siguiente imagen visibiliza el empleo de los constructos

mencionados en cada fase de investigaciéon
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FASES DE LA INVESTIGACION CONSTRUCTOS EMPLEADOS

DEL EOS

- Préctica matemdtica.

- Configuraciones epistémicas y cognitivas
¥- Significados instituciones y personales

- Idoneidad didactica

v/ Coherencia entre las tres partes
™ TAREA Y Potencialyactividad matematica
v/ Uso “pertinente y significativo de TIC

S

NS

Figura 2. Interrelacién Fases de la investigacion - Constructos empleados

4. ANALISIS Y DISCUSION
En este apartado se presenta el anilisis de dos tareas de un TF
planificado en tres encuentros para alumnos de primer afo de la
escuela secundaria de Argentina (13-14 anos) y que lleva como titulo
“Triangulos: propiedades de los lados y de los dngulos internos de
un tridngulo”. Las tareas, que a continuacion se presentan, perte-
necen al segundo de los encuentros. Por una cuestiéon de espacio se
omite el analisis que deriva de la primera fase de la investigacion.
Se han elegido estas tareas porque la incorporacion de recursos
de ensefianza provenientes de la tecnologia hace pensar que se han
superado las desventajas del modelo tradicional de ensefianza. Sin
embargo, al usar las herramientas y constructos del eos, se ponen
de relieve aspectos que podrian pasar desapercibidos y que per-
miten al docente problematizar y mejorar el disefio de las tareas a

proponer en el aula.
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Aectividad 1: “Todos los tridngulos tienen al menos dos d4ngulos
interiores agudos”. Verifica con tu compafero de banco si la
afirmacién es verdadera o falsa midiendo los 4ngulos interiores
de los triangulos obtenidos en la actividad de la clase 1 con el
programa GeoGebra. Luego responde:

a. Cuando un triangulo es obtusangulo sus angulos inte-
riores jcomo son?

b. Y cuando es rectingulo?

Actividad 2: Construye un tridngulo acutangulo, un triangulo
rectanguloy otro obtusdngulo en el programa GeoGebra, luego
mide el valor de sus angulos. En otra hoja repite la actividad
pero construyendo un tridngulo equilatero, un isésceles y
otro escaleno.

Como actividad de cierre la docente propone a los grupos
de alumnos sumar los angulos interiores de cada triangulo
construido con la calculadora cientifica o en su defecto, la
calculadora del celular. Luego les propone redactar una oracién
que demuestre lo analizado (Velo, 2015, p. 4y 5)
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Segunda fase

Situaciones Problemdticas
Se trata de dos tareas de contexto intra-matematico, al igual que las

I TF.
Simbélico: restanies de .._ k

Lenguaje

Conceptos
Grifico: Intervinientes: Triangulos: lados, angulos. Clasificacién de
- triangulos segin sus lados y segun sus angulos.
Propiedades

Desigualdad triangular. Existencia, como minimo, de dos
angulos interiores agudos en un tridngulo.

Verbal: Procedimientos

Todos los Uso de herramientas de GeoGebra.

triangulos

tienen al

menos dos Argumentos

angulos - do en ptos y procedimii

interiores En un tridngulo obtusangulo un dngulo interior es obtuso y los otros dos

agudos agudos. En un tridangulo rectangulo un angulo es recto y los otros dos
agudos.

Figura 3. Configuracién epistémica-cognitiva de las Actividades 1y 2

Fuente: Velo, 2015

Tercera Fase: Durante este encuentro el contexto es favorable ya
due la metodologia de trabajo favorece el intercambio y la discusién
con un compafero y se cuenta con los saberes matematicos previos
sobre la clasificacion de los triangulos segtin sus lados y sus angulos.
Sin embargo, algunas de las consignas de este encuentro requieren
mas due el manejo basico de GeoGebra. Construir un triangulo
rectangulo o equilatero con un software, demanda que el alumno
ponga en juego conceptos geométricos -como la perpendicularidad
y la construccién de un tridngulo conocidos sus lados- a fin de
elegir las herramientas y comandos apropiados. La observacion
due aparece entre los saberes previos requeridos en relacion con
las T1c “Conocimiento de los comandos del software GeoGebra (se

podria compensar con la guia del docente)” (Velo, 2015, p.2) deja
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entrever que los alumnos no disponen de la necesaria experiencia
con el software. Por lo tanto, la coherencia Consignas-Contexto es
intermedia.

En cuanto a los objetivos de la secuencia uno de ellos es
“Enunciar y demostrar las propiedades de los angulos internos de
los triangulos” (Velo, 2015, p.1). Sin embargo, las consignas de las
Actividades 1y 2 atienden solo a la enunciacion de la propiedad y
no a su demostracion. A través de la medicion de la amplitud de los
angulos de diferentes triAngulos, los alumnos constatan la veracidad
de la propiedad sobre la existencia de, como minimo, dos angulos
interiores agudos en todo triangulo. Empero, desde la matematica,
verificar y demostrar son procesos distintos. En consecuencia, la
vinculacién Consignas-Objetivos es también mejorable.

Ya se menciond due, en el objetivo indicado, se distinguen dos
intenciones relacionadas con las propiedades que satisfacen los
angulos de un triangulo: enunciarlas y demostrarlas. Atendiendo
due la secuencia esta pensada para alumnos de primer afio de la
escuela secundaria, podria suponerse que los alumnos no disponen
de las condiciones para desarrollar un tratamiento deductivo como
el que demanda una demostracién matematica.

Itzcovich (2005) brinda una alternativa para superar el aparente
dilema entre la edad de los alumnos y el rigor matematico de las
propuestas de clase. En dicho texto se presentan tres demostraciones
referidas a que la suma de los 4ngulos interiores de un triangulo es
180°. La primera se trata de una constatacién empirica y, como no
se recurre a ninguna propiedad geométrica, no da certeza de que
el resultado podria haber sido otro y se pierde la perspectiva del
alcance general dque tiene una propiedad matematica. La segunda
es una demostracion formal en la que cada paso intermedio se
justifica empleando propiedades y definiciones de las cuales se

deduce la necesariedad del resultado obtenido. La tercera de las
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demostraciones, que también resulta de un proceso deductivo, “da
por sentada propiedades cuya validez es aceptada en funcion de
suponer due los alumnos disponen de ellas, aunque no se conozea
bien el proceso por el cual dichas propiedades adquirieron el es-
tatuto de tales” (Itzcovich, 2005, p. 47).

Priorizar las condiciones que permiten conectar al alumno con
el razonamiento deductivo y no alejarlos de la posibilidad de que
sean ellos mismos quienes produzcan conocimiento matematico
a través de argumentaciones logicas, conduce a evaluar que la
vinculacion Objetivos-Contexto en este encuentro no es la éptima.
Cuarta Fase: El potencial matematico de las consignas de las Activida-
des 1y 2 es pobre. Es posible mencionar dos aspectos que evidencian
las limitadas posibilidades de exploracion que las mismas ofrecen.
Por un lado, porque construir y medir con GeoGebra y efectuar
calculos con calculadora son propuestas que puntualizan el modo
de resolucion de la actividad matematica y los instrumentos a em-
plear.Y, por otro, pordque, las consignas mencionan explicitamente
la propiedad a analizar. Y, en cuanto a las posibilidades de argu-
mentacion sobre la validez de las resoluciones o de las respuestas,
directamente no estan consideradas.

La actividad matematica de las tareas también es reducida
pordue el pobre potencial matematico de las consignas desdibuja
el protagonismo del alumno. Tal como se menciona en Pochulu
(2018) el hecho de que la consigna admita diferentes posibilidades
de exploracion y argumentacion fortalece el accionar del estudiante
parala toma de decisiones, la organizacion y reflexion de los intentos
de resolucidn, el uso de heuristicas, la bisqueda de demostracién
de sus conjeturas, etc.

Los objetivos de aprendizaje podrian haber sido matematicamente
mas exigentes si se solicitaba la argumentacién sobre la veracidad

de la propiedad mencionada en la Actividad 1. Al respecto uno de
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los riesgos que se mencionan en Barreiro ¢z al. (2016) al admitir el
uso de tecnologias en las consignas matematicas es que los alumnos
se convencen de la validez de alguna cuestién porque una pantalla
lo muestra y no se cuestionen si existen o no fundamentos discipli-
nares de lo que observan. Aunque en las actividades de validacién
en los primeros afios de la escolaridad secundaria estén presentes
las justificaciones incompletas, las argumentaciones imprecisas
y las escrituras poco formales “interesa iniciar al alumno en esta
actividad caracteristica de la disciplina, sin pretender desarrollarla
tal como se exige en Matemética” (Montenegro y Nagel, 2011, p 23).
Quinta Fase: En este encuentro se plantea el uso de GeoGebra en
las netbooks de los alumnos. Aunque las tareas con este software es-
tuvieron enfocadas en el conocimiento matematico previsto, su uso
no resulta indispensable puesto que las construcciones y mediciones
pueden realizarse con regla y transportador. Por ende, la inclusién
de recursos tecnolégicos en este encuentro no es significativo.
Resulta oportuno recordar que “para los que se inician en geo-
metria, una gran dificultad es la de evitar la confusién entre los
objetos geométricos, que son conceptos, y sus representaciones
que son figuras dibujadas materialmente” (Berté, 1999, p.75) y que
el verbo construir no tiene el mismo sentido para alumnos - para
duienes construir es sinénimo de dibujar - que para docentes. Asi,
se puede dibujar con un software un cuadrilatero con apariencia de
cuadrado o, efectivamente, construir un cuadrado. Y, precisamente,
la diferencia entre una figura dibujada o construida reside en haber
puesto en juego herramientas del software que se corresponden con
propiedades geométricas o no haberlo hecho. No hay indicios en
la Actividad 2 de Velo (2015) que manifiesten si se atendid a esta
diferenciacién al construir, por ejemplo, un tridngulo equilatero.
Sexta Fase: Considerando el marco epistémico y didactico de

referencia, el significado pretendido y los criterios de idoneidad
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epistémica de Godino (2011, 2013) y Ramos y Font (2008) se con-

cluye que

Tabla 1 Componentes, indicadores y valoraciéon de idoneidad

epistémica
Componentes INDICADORES Valoracion
Las actividades 1 y 2, al igual que las restantes
tareas del TF, son intra-matematicas y correspon-
Situaciones- den a una muestra reducida de las situaciones de Baia
problemas referencia relacionadas con las propiedades de los J

angulos interiores de un triangulo. No se presen-
tan momentos de generacion de problemas.

Las consignas y el cierre del encuentro favorecen
el uso del Ienguaje verbal. El lenguaje grafico
Lenguajes emerge de las construcciones con GeoGebra. Como Intermedia-Baja
las tareas estan vinculada con procedimientos
como medir, dibujar, sumar, ete., no se promueve el
uso del lenguaje simbélico.

Las definiciones y procedimientos son claros,
correctos y adaptados al nivel educativo de los

Reglas (definicio- alumnos, aunque no son representativos de los . .

q q 0 Gt . Intermedia-Baja
nes, propiedades, que se identifican en el significado de referencia.
procedimientos) Faltan instancias de elaboracién de conjeturas y

de argumentacién, procedimientos que enriquecen
el aprendizaje de la matematica.

La constatacion aritmética midiendo angulos
de triangulos particulares y sumandolos, no
constituye una demostracion de la propiedad
referida a la existencia de, al menos, dos angulos
Argumentos interiores agudos en un triangulo, sino una veri- Baja
ficacién. Ademads, la argumentacion de la validez
dicha propiedad esta basada en lo que devuelve
GeoGebra y la calculadora y no en la matematica
misma.

Los objetos primarios de la configuracién epis-
témica-cognitiva de las tareas (Figura N°3) se
Relaci relaci n entre si, aunque no se identifican los
diversos significados posibles de los objetos vincu-
lados con el contenido de referencia.

Intermedia-Baja
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En la Figura 4 se representa mediante pentagonos la idoneidad
epistémica de la Actividades 1y 2 de Velo (2015). Mientras que el
pentagono regular representa el grado maximo de desarrollo de los
objetos primarios que intervinieron en ella, el pentagono irregular

interno corresponde al desarrollo efectivamente logrado.

Situaciones problematicas

. Lenguajes
Relaciones gt

Reglas

Argumentos

A: alta A-l: alta-intermedia  l:intermedia 1-B: intermedia-baja B: baja

Figura 4. Idoneidad epistémica de las Actividades 1y 2

Fuente: Velo, 2015

5. A MODO DE CIERRE

El analisis presentado evidencia que los constructos del Eos
constituyen herramientas que permiten efectuar analisis didacticos
a priori de tareas matematicas planificadas por docentes en ejercicio
y, asi, avanzar hacia una did4ctica orientada a la mejora progresiva
de la ensenanza de la matematica.

Ademas, se han mencionado otros aportes provenientes de la
Did4ctica de la Matematica que posibilitan repensar algunas tra-
diciones provenientes de décadas anteriores sobre la ensefianza de

la geometria en el nivel secundario.
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Aunar los conocimientos sobre la incorporacién de las nuevas
tecnologias en las practicas de ensefianza a los aportes de la Did4c-
tica de la Matematica contribuye a la planificacién de propuestas de
instrucecidn en las que se enriquece la actividad matematica de los

alumnos y la comprension de los objetivos disciplinares involuerados.
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ANALISIS DE LA PRACTICA DE UN PROFESOR
EN LA ENSENANZA DE DERIVADAS PARA
INGENIERIA
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Resumen

Este estudio tiene como objetivo, determinar los criterios que
orientan la practica de un grupo de profesores en el Perti para
explicar matematicas en un curso de ciencias basicas en carreras
de ingenieria y, en concreto, para explicar derivadas. Es una inves-
tigacion cualitativa de estudio de caso que busca comprender la
ensefianza de las matematicas, a través del analisis de las practicas
de los participantes y de la reflexién sobre su practica. Para ello, se
videograbaron las clases de un grupo de profesores y se infirieron
los criterios que siguen en el disefio e implementacién de éstas,
utilizando los criterios de idoneidad didactica; luego se seleccio-
no a uno de ellos como estudio de caso, y después se realizé una
triangulacion entre lo que dice y lo que hace. Se encontrd que este

profesor guia su practica docente por aspectos del criterio ecoldgico
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(silaboy profesion), interaccional (interaccidn con los estudiantes)
y mediacional (tiempo disponible para las clases).
Palabras clave: reflexion sobre la prdctica, criterios de idoncidad di-

ddctica, enseitanga de derivadas, enseiianga y aprendizaje en ingenieria.

Abstract

This study aims to determine the criteria that guide the practice of a
group of professors in Peru to explain mathematics in a course of basic
sciences in engineering careers and, in particular, to explain derivati-
ves. It is a qualitative case study research that seeks to understand the
teaching of mathematics, through the analysis of participants’ practices
and reflection on their practice. To this end, the classes of a group of
professors were filmed and the criteria that follow in the design and
implementation of the classes were inferred, using the criteria of didactic
suttability; then one of them was selected as a case study, and then a
triangulation was made between what he says and what he does. It
was found that this professor guides his teaching practice by aspects of
ecological criteria (syllabus and profession), interactional (interaction
with students) and mediational (time available for classes).
Keywords: reflection on practice, criteria of didactical suitability,

derivatives teaching, teaching and learning in engineering.
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1. ANTECEDENTES

La ensenianza de las matematicas para ingenieria se ha relacionado
con la siguiente disyuntiva: unas matematicas especificas para cada
ingenieria, o bien, unas matematicas mas generales que se ensefian
en los primeros ciclos y comunes a varias ramas de esta. En el siglo
xx la estructura mas habitual era que las ingenierias se organizasen
mediante la creacién de un ciclo inicial o de estudios generales,
due se supone suministra a los futuros ingenieros las herramientas
matematicas basicas que luego van a aplicar en otras asignaturas
de la carrera y, después en su desempenio profesional.

Después de aproximadamente un siglo de organizar las carreras
de ingenieria con un ciclo de ciencias basicas, han surgido dudas
sobre si ésta es, 0 no, la mejor opcién. Algunos de los dilemas mas
importantes sobre el papel de las ciencias bésicas (y en particular,
las matematicas) en las ingenierias se relacionan con los siguientes
aspectos (Font, 2019): 1) el cuestionamiento de que un conocimiento
general de base sea ficilmente aplicado a diferentes contextos; 2)
el alto nimero de alumnos reprobados; 3) la presentacion de con-
tenidos que después en la practica no se utilizan; y %) el enfoque
actual que pone énfasis en una ensenanza que desarrolle compe-
tencias. Como respuesta a estos dilemas, a los que se enfrentan los
ciclos de estudios generales en ingenieria, se han realizado diversas
investigaciones sobre las competencias y conocimientos de los
profesores de matematicas y, también, sobre como es la ensefianza
de las matemadticas en estos ciclos.

Sobre la ensefianza del calculo diferencial e integral en las ca-
rreras de ingenieria en el Pert, hay un cierto consenso difuso en las
siguientes afirmaciones: a) los alumnos tienen muchas dificultades
para su aprendizaje, b) estas dificultades, entre otros factores, se
deben o bien a que la ensefianza esti centrada en una presentacion

netamente algoritmica de aprendizaje de formulas, mecanicista y
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rutinaria, o bien, a una ensefianza muy rigurosa y formalista, ¢) la
ensefianza se realiza obviando la comprension significativa de las
nociones bésicas del caleulo, lo que dificulta que el futuro ingeniero
utilice las matematicas para resolver problemas de su profesion.
Debido a insuficientes investigaciones sobre la ensefianza de las
matematicas en los ciclos de ciencias basicas de ingenieria en el
Pert, concluimos que son necesarios estudios que informen sobre
dicha situaciéon. En esta investigacion nos proponemos responder
la pregunta: ;Cudles son los criterios que orientan la practica del
profesor en el Perti para explicar matematicas en un curso de
ciencias basicas en carreras de ingenieria? Para ello usaremos la

nocién de derivada como contexto de reflexidn.

2. OBJETIVO DE INVESTIGACION

El Objetivo general es, determinar los criterios que orientan
la practica del profesor para explicar matematicas en un curso de
ciencias basicas en carreras de ingenieria. En particular, cuando

explican la derivada.

3. MARco TEORICO

El Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematica, Eos en adelante, (Font, Planas y Godino, 2010; Godi-
no, Batanero y Font, 2007 y 2019) dentro de las configuraciones
did4cticas, considera cinco tipos de anilisis sobre los procesos de
instruccién: 1) Identificacion de pricticas mateméticas; 2) Elabo-
racién de configuraciones de objetos y procesos matematicos; 3)
Anilisis de trayectorias e interacciones didacticas; %) Identifica-
cién del sistema de normas y metanormas; y 5) Valoracién de la
idoneidad didactica del proceso de instruccion. El primer tipo de
analisis explora las practicas matematicas realizadas en un proceso

de instruccién matematico. El segundo, se centra en los objetos y
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procesos matematicos que intervienen en la realizacién de las prac-
ticas, asi como los que emergen de ellas. El tercero, esta orientado a
la descripcién de los patrones de interaccidn, a las configuraciones
didacticas y su articulacién secuencial en trayectorias didacticas;
las configuraciones y trayectorias estan condicionadas y soporta-
das por una trama de normas y metanormas, que es el cuarto tipo
de analisis didactico. El quinto tipo, se basa en los cuatro analisis
didacticos previos y en la nocién de idoneidad didactica.

En el eos se entiende la idoneidad didéctica de un proceso de
ensenanza-aprendizaje como el grado en que éste retine ciertas
caracteristicas que permiten calificarlo como idéneo (6ptimo o
adecuado), para conseguir la adaptacién entre los significados
personales logrados por los estudiantes (aprendizaje) y los signi-
ficados institucionales pretendidos o implementados (ensefianza),
teniendo en cuenta los recursos disponibles (entorno). Los criterios
de idoneidad didactica (c1ip) pueden ser de utilidad para guiar los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas y para
valorar su implementacion (Breda, Font y Pino-Fan, 2018).

Este constructo multidimensional se descompone en seis criterios
de idoneidad parcial: 1) Idoneidad epistémica, para valorar si las
matematicas que se ensefian son “buenas matematicas”; 2) Idoneidad
cognitiva, para valorar, antes de iniciar el proceso de instruccion,
si lo que se quiere ensefiar esta a una distancia razonable de lo
que saben los alumnos y, después del proceso, si los aprendizajes
logrados se acercan a los que se pretendian ensefiar; 3) Idoneidad
interaccional, para valorar si las interacciones resuelven dudas y
dificultades de los alumnos; 4) Idoneidad mediacional, para valorar
la adecuacion de los recursos materiales y temporales utilizados en
el proceso de instruccion; 5) Idoneidad emocional, para valorar la
implicacion (intereses y motivaciones) de los alumnos durante el

proceso de instruccidn; y, 6) Idoneidad ecoldgica, para valorar la
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adecuacion del proceso de instruccidn al proyecto educativo del
centro, las directrices curriculares, las condiciones del entorno
social y profesional.

Para la operatividad de los c1p se define un conjunto de compo-
nentes e indicadores observables que sirven de guia para el analisis
y valoracion de un proceso de instruccion en cualquier etapa edu-
cativa (Breda, Pino-Fan y Font, 2017). En la Tabla 1 se detallan, a
continuacion, estos criterios y componentes de idoneidad didactica

(por falta de espacio no se especifican los indicadores).

Tabla 1. Criterios y componentes de idoneidad diddctica (Fuente:

Morales-Lépez y Font, 2019, p. 5)

Criterio Componente

Epistémico (IE1) Errores, (IE2) Ambigtiedades, (IE3) Riqueza de procesos, (1Eg)
Representatividad de la complejidad de la nocion a ensefar

Cognitivo (IC1) Conocimientos previos, (IC2) Adaptacion curriculara las
diferencias individuales, (IC3) Aprendizaje, (IC4) Alta demanda
cognitiva

Interaccional (1) Interaccién docente-discente, (112) Interaccion entre discentes,

(113) Autonomia, (l14) Evaluacion formativa

Mediacional (IM1) Recursos materiales, (IM2) Namero de estudiantes, horarioy
condiciones del aula, (IM3) Tiempo

Afectivo o emocional (IA1) Intereses y necesidades, (IA2) Actitudes, (IA3) Emociones

Ecolbgico (IEC1) Adaptacion al curriculo, (IEC2) Conexiones intra e
interdisciplinares, (IEC3) Utilidad sociolaboral, (IEC4) Innovacion
didactica

4. METODOLOGIA

Esta investigacion corresponde a un estudio con un enfoque interpre-
tativo de corte cualitativo (Bisquerra, 2009), que busca comprender
y describir la ensefianza de las matematicas en el ciclo basico de

las ingenierias. Desde el punto de vista de la extension, se trata de
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un estudio de caso de un profesor, cuando imparte derivadas en
los primeros ciclos de ingenieria. Para determinar las considera-
ciones implicitas en la ejecucidn de las tareas del profesor se ha
considerado los siguientes pasos:

1) Se selecciond a un grupo de 10 docentes que ensefian ma-
tematicas en ingenieria (ocho graduados en mateméticas y dos en
educaciéon con mencién en mateméitica) y se les solicité su consen-
timiento para registrar el desarrollo de sus clases sobre derivadas
y sus aplicaciones, en videograbaciones; 2) Se recopild, para su
analisis, documentos curriculares (silabos), planes de clase, pre-
sentaciones del tema, separatas de ejercicios, material de consulta
para los alumnos, entre otros; 3) Se videograbaron las sesiones
desarrolladas por estos docentes (entre dos y tres clases segtn el
profesor); %) Se disefié un cuestionario de 46 preguntas, basado en
los c1p, para la entrevista semiestructurada, el mismo que se aplico
a los 10 docentes; 5) Se realiz6 un analisis experto de las clases vi-
deograbadas con los cuatro niveles del modelo de analisis didactico
propuesto en el Eos, tal como se hace en Breda, Hummes, da Silva
y Sanchez (2021) y en Pochulu y Font (2011), para determinar las
précticas, objetos y procesos matematicos, funciones del profesor
y del alumno, configuraciones didacticas, conflictos semiéticos,
patrones y normas; 6) Para este reporte se ha seleccionado como
estudio de caso a uno de los profesores, que le denominamos Do-
cente B, al mismo que se le hizo la entrevista para determinar los
criterios que, segiin él, orientaban su practica pedagdgica; 7) Se
realizé la transcripeidn literal de la entrevista videograbada; 8) Se
analizo el contenido de la entrevista para determinar los criterios
due segan el profesor orientan su practica, y luego se triangularon

las fuentes para inferir resultados.
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5. REsuLTADOS: ESTUDIO DE CASO DEL PROFESOR B

Para este docente, se han analizado y sintetizado los criterios

due declara seguir, en la entrevista docente, criterios que fueron

triangulados con las observaciones de tres de sus clases videograba-

das en aula, donde explico el tema de derivadas y sus aplicaciones

(ver Tabla 2).

Tabla 2. Andlisis de las respuestas dadas por el Docente “B” en la

entrevista y triangulacion con lo observado en clase.

ID

COMPONENTE

RESPUESTA DOCENTE

OBSERVADO EN CLASE

Preguntas generales

Formacion inicial
Criterios al disefar

eimplementar
clases

Modelo de docente

Ha obtenido bachillerato y
licenciatura en Matematicas,
maestria en Ensenanza

de las Matematicasy es
doctorando en Educacion;
tiene experiencia como
profesory coordinador de
asignaturas de matematicas
en universidades privadas,
y ha realizado diplomados y
cursos cortos de formacion
permanente.

Estructuray rigor de los
objetos matematicos

y de los materiales de
estudio; trabajo en equipo
y autoaprendizaje; buen
climaenelaula;usodela
tecnologia en la ensefianza
de las matematicas;

y larelacion del tema
matematico con el contexto
y la especialidad de los
estudiantes.

Se considera un docente
constructivista ya que trata
de que el alumno genere

su propio conocimiento,
asi como, afirma serun
docente que desarrolla
unas matematicas
realistas puesto que busca
propuestasy aplicaciones
cercanas al estudiante

e Asumimos que si esta en
posesion de los grados y
titulos académicos que
sefala, ademas de ser
un profesor con amplia
experienciay estaren
constante actualizacion.

Se evidencia que sitiene en
cuenta en cierta manera los
criterios que afirma seguir
(inicia la sesién recuperando
saberes previos; genera buen
clima con los estudiantes;
hace trabajar en equipos;
hace uso de la tecnologia

en sus clases; los objetos
matematicos y materiales
estan correctamente
presentados; e intenta
relacionar el tema con el
contextoy la carrera de los
estudiantes)

Si bien, hace participara los
alumnos en todo momento,
sigue siendo una clase
magistral y de transmision
del conocimiento. No se
evidencia que ejecute
matematicas realistas y del
contexto del estudiante (el
modelo que afirma seguir
no se corresponde con lo
observado)
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ID

émica

Epist

COMPONENTE

Errores

Ambigiiedades

Riqueza de
Procesos

Muestra
representativa
de la pluralidad
de significados
del objetivo
matematico a
ensefar

RESPUESTA DOCENTE

Acepta que comete

errores matematicos por
apresuramiento o por

cumplir con los temas del
silabo (aunque confunde un
error matematico con error
didactico).

Busca que el rigor matematico
esté presente en sus clases
pero a nivel basico. Considera
que laintuiciony el rigor
estan entrelazadosy que con
explicaciones intuitivas los
alumnos asimilan de forma
practica y sencilla los procesos
de solucion.

Afirma que las demostraciones
en la ensefianza de la
derivada en ingenieria son
importantes, pero deben ser
basicas, por ello s6lo hace dos
demostraciones; luego provee
alos alumnos la lista de reglas
basicas de derivacion para que
las manipulen, se familiaricen
y las apliquen.

Se centra en la resolucion
algebraica de ejercicios de
derivadas, dejando poco
espacio para la resolucion de
problemas extramatematicos.
Trabaja ciertos procesos
relevantes de la actividad
matematica, peronola
argumentacion ya que afirma
que no se evalGa en los
examenes;y la modelizacion,
latrabaja sies que lealcanza
el tiempo en las clases.
Considera que es importante
que el alumno tenga una
vision amplia de los diferentes
significados de la derivada,
por lo que en sus clases define
la derivada como pendiente
de recta tangente y como
consecuencia de ello, también
la define como velocidad
instantanea.

Los problemas de derivadas
que plantea son, en su
mayoria, del contexto
intramatematico; menciona
ademas, que en sus clases
haincidido en cuestiones
procedimentalesyen la
aplicacion de las propiedades
de la derivada.

Cap.13

OBSERVADO EN CLASE

Se observa que no comete
errores matematicos en sus
explicaciones sobre derivadas
en sus clases videograbadas
En efecto, el rigor matematico
que le imprime a la derivada

en sus clases, es a nivel basico;
ademas, se evidencia que utiliza
laintuicion constantemente en
sus explicaciones conectando
la derivada con aspectos
cotidianos para los estudiantes.
Efectivamente, vemos que
hace un par de demostraciones
iniciales y luego entrega a

los alumnos, en la pizarra,

un listado de formulasy

reglas basicas de derivacion,
indicandoles que se cumpleny
se tienen que aplicar

En efecto, se aprecia que

en sus clases enfatiza

la aplicacion de reglasy
formulas en la resolucion
algebraicay algoritmica de
ejercicios intramatematicos
de derivadas. Se observa que
hay carencia de procesos
matematicos relevantes

como la argumentaciony la
modelizacion.

Se observa que en sus
explicaciones hace uso de
diferentes significados de

la derivada, y que empieza
definiéndola como pendiente
de recta tangente a una curva
y después como velocidad
instantanea

Efectivamente, vemos que en
la mayor parte del tiempo de
las clases resuelve ejercicios
del contexto intramatematico,
de tipo procedimental y de
aplicacion de propiedades de
derivacion.

En efecto, en las tres clases
que fueron observadas vemos
que solo ha desarrollado un
problema contextualizado, ya
que ha priorizado los ejercicios
algebraicos.

Se observa que en sus
explicaciones de derivadasy
sus aplicaciones, usa diversos
modos de expresion, su
conversion y tratamiento. Y
también utiliza diferentes
representaciones de la derivada
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ID

COMPONENTE

RESPUESTA DOCENTE

OBSERVADO EN CLASE

émica

Epist

Muestra
representativa
de la pluralidad
de significados
del objetivo
matematico a
ensefiar

Conocimientos
previos

Opina que en las clases se
deben presentar problemas
variados de derivadas y de sus
aplicaciones; sin embargo, dice
que aquellos problemas que él
trabaja son escasos y s6lo del
contexto de la Fisica.

En sus clases dice que utiliza
diversos modos de expresion
y su respectiva conversion
entre éstos, asi como, la
representacion graficay
analitica de la derivada, ya que
le permite abarcar diferentes
formas de aprendizaje.
Considera que el silabo de

la asignatura determina los
contenidos de derivadas

que imparte; en cuanto a la
forma de ensefarlos, él pone
su propio aporte. Opina que
se deberia dosificar el silabo
dado que esta muy denso,
ademas agregar modelos
ligados a la ingenieria.

Trata de recuperar los
conocimientos previos de los
alumnos cadavez quevaa
iniciar un nuevo tema. En el
caso de que éstos no contaran
con dichos saberes, lo que
hace es retomar el tema, los
motiva e indica que la derivada
esta presente en todos los
fendmenos

Espera lograr que la distancia
entre lo que los alumnos

ya conoceny los nuevos
contenidos de derivadas

que pretende ensefar,

sea alcanzable; aunque
reconoce que es complicado
conseguirlo.

Hace lo posible por atender la
diversidad de estudiantes en
el aula, asi como los distintos
ritmos de aprendizaje; para

lo cual identifica quiénes
tienen mayor dificultad en el
aprendizaje de las derivadasy
a ellos dirige las actividades de
ampliacion y refuerzo.

La manera de asegurarse

que los estudiantes hayan
aprendido los conceptos de
derivada que ha ensefiado,

es cuando éstos estan en la
capacidad de discutir

Se evidencia que el docente se
rige por el silaboy el plan de
sesion en laimplementacion
de sus clases; aunque también
pone su estilo personal y

no solamente se basa en

las presentaciones que le
proporciona la coordinacién.

Aunque no se evidencia que
aplique alguna evaluacion
inicial para averiguar saberes
previos de los alumnos, vemos
que si trata de recuperar
ciertos conocimientos previosy
conectar el nuevo tema con los
anteriores.

Se observa que presenta
contenidos de derivadasy sus
aplicaciones que estanen la
zona de desarrollo proximo
(ZDP) de los alumnos, y que
son accesibles para ellos
Efectivamente, vemos que

ante las dudas y dificultades
de los estudiantes, se les
acercay trata de atenderlos de
forma personalizada, los guiay
refuerza en sus procedimientos
yen la resolucion de los
ejercicios, y despeja las dudas.
No hay evidencias en las clases
videograbadas de que haya
fomentado discusiones sobre
conceptos de derivadas que

ha ensefiado. Aunque vemos
que cuando un alumno no
entiende alglin aspecto procura
explicarselo a toda la clase
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Cognitiva

Interaccional

COMPONENTE

Aprendizaje

Alta demanda
cognitiva

Interaccion
docente-discente

RESPUESTA DOCENTE

un concepto o cuando son
capaces de abordary resolver
un problema que les plantea.

Los instrumentos de
evaluacion que usa son
pruebas de desarrollo
(examenes parciales, finales
y practicas calificadas) que
en su opinion le informan,
minimamente, de las
dificultades de aprendizaje de
los alumnos. Por lo que dice
que le asigna mas valoralas
evaluaciones permanentes
que él aplica.

La forma de darse cuenta de
que los alumnos no estan
asimilando bien los conceptos
que esta ensefiando, es
cuando preguntay éstos

no le responden de manera
adecuada. Entonces,
recapitula el temay vuelve a
explicarlo buscando la mayor
participacion de la clase.
Afirma que las tareas que
propone a los estudiantes ya
le entregan elaboradas de la
coordinacion de asignatura

y tiene que cumplir; son
ejercicios de derivadas que
priorizan la manipulacion
algebraica, procedimental y
de solucion inmediata, por lo
que, en su opinidn, no activan
en los estudiantes procesos
cognitivos relevantes

Se esfuerza por mostrar a los
estudiantes que no todo en
el tema de las derivadas es
conceptual, sinoqueenla
presentacion del tema hay
un cierto orden, claridad y
secuenciacion que, en su
opinion, es medianamente
adecuada.

Sostiene que en sus clases
interacta bastante con

los estudiantes a través de
preguntas, y también les pide
que le comuniquen y expresen
sus dudas sobre el tema; una
vez que ha identificado las
dificultades de aprendizaje
de éstos, los atiende, trata de
sacarlos a la pizarra y trabajar
para esclarecerlas.

Cap.13

OBSERVADO EN CLASE

En efecto, se evidencia que las
evaluaciones de mayor peso
son pruebas sumativas de
desarrollo comunes a varias
aulas; pero que también hace
valoraciones del desempefio de
los estudiantes en clases.

Observamos que si identifica
que no esta habiendo
aprendizaje en sus clases,
vuelve a hacer explicaciones
puntuales del tema, se acerca
al estudiante y busca mayor
participacion de ellos en el
desarrollo de la derivada
Efectivamente, vemos que
trabaja con una guia de tareas
que es comin para todos los
grupos en la cual se proponen,
sobre todo, ejercicios
algebraicos para mecanizacion
y de aplicacion de reglasy
formulas. Son tareas que
fomentan lo procedimental

y no exigen alta demanda
cognitiva.

Efectivamente, vemos que
hace un esfuerzo para que sus
explicaciones sean entendibles
para los estudiantes; se
observa que el desarrollo de
las clases en la pizarra es
ordenado, hay claridad y los
temas son secuenciales

Notamos que en las clases
hay una mediana interaccion
con los estudiantes, vemos
que el docente recorre el aula
atendiendo las dudas, hace
preguntasy repreguntas sobre
la derivaday que sacaala
pizarra a algunos de ellos pero
de manera voluntaria.

Se aprecia que utiliza una
variedad de recursos
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ID

COMPONENTE

RESPUESTA DOCENTE

OBSERVADO EN CLASE

Interaccional

Mediacional

Interaccion entre
discentes

Autonomia

Evaluacion
formativa

Recursos
materiales

Hace uso de diversos recursos
argumentativos como la
explicacion magistral y
metaforas para implicary
captar la atencion de los
alumnos en la clase de
derivadas. Ademas, procura
que los alumnos participen de
manera homogénea varonesy
mujeres, los que saben masy
los que menos conocen.
Procura generar el dialogo

y la comunicacion entre los
estudiantesy para lograrlo
forma equipos o trabaja en
pares, pero reconoce que

han sido muy escasos esos
momentos por falta de tiempo.

Propicia actividades de
trabajos grupales para que los
alumnos exploren, formuleny
validen sus conjeturas sobre
la derivada, pero a veces

ha tenido que cortar esta
actividad por falta de tiempo.

Ademas, en este trabajo

de equipos ha generado
momentos para la autonomia
y el autoaprendizaje de los
estudiantes

Fomenta la interaccion con

los estudiantes en la mayor
parte de sus clases, en las
exposiciones, en las preguntas
yen las respuestas que dan.
Es ahidonde observa si el
aprendizaje de los alumnos

se esta dando, por lo que
siempre esta pendiente de los
procesos de aprendizaje, de
quiénes aprendeny quiénes se
retrasan.

Geogebra online en sus
clases de derivadas, ya

que le permiten hacer una
presentacion dinamica,
manipular los objetos
matematicos, y estan
disponibles en linea.

Utiliza software como Cabriy
Considera que trabajar

con grupos de mas de

40 estudiantes es muy
complicado, ya que no puede

argumentativos para sus
explicaciones de las derivadas;
aunque sigue siendo una

clase expositiva con algunas
participaciones de los alumnos
desde sus asientos o salidas a
la pizarra, pero no explican lo
que han desarrollado.

Observamos que el desarrollo
de las clases es basicamente
expositiva, por lo que se
evidencia escasos momentos
de dialogoy comunicacion
entre los estudiantes

En las clases videograbadas
no se han observado trabajos
grupales, aunque deducimos
que en otras clases si lo hace
para resolver los talleres

que tienen una nota para

los estudiantes, y ahiellos
trabajan de manera auténoma.
Aunque hay pocos momentos
para la autonomia.

Aunque en las clases
observadas no han habido
exposiciones, vemos que
siformula preguntasy
repreguntas a los estudiantes,
esta pendiente y atento del
aprendizaje de éstos y observa
sus resoluciones. Por tanto,
vemos que genera cierta
interaccion con los alumnos.

En efecto, observamos

que en clases hace uso del
geogebra online en sus clases
de derivadas para que los
estudiantes visualicen la
precision las graficas de las
funciones

Efectivamente, apreciamos que
en sus clases hay una cantidad
considerable de estudiantes
por lo que no se da abasto para
atender a todos.
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Mediacional

Emocional

COMPONENTE

Recursos
materiales

Nimero de
alumnos, horario
y condiciones del
aula

Tiempo (de

la ensefanza
colectiva, de
tutoria, tiempo de
aprendizaje)

Interesesy
necesidades

RESPUESTA DOCENTE

discutir adecuadamente las
derivadasy que ellos puedan
asimilarlas.

Reconoce que en general el
aula de clases si es adecuada
para desarrollar su ensefianza
de las derivadas; sin embargo,
sugiere que algunos elementos
como las pizarras son
reducidas y opacas.

Refiere que, basicamente,

en lafase presencial es

donde desarrolla casi todo el
contenido de la derivaday la
resolucion de ejercicios; asigna
a los estudiantes actividades
fuera del horario de clases
tales como foros, tareasy
talleres virtuales.

En sus clases trata de ser
selectivo en cuanto a los
contenidos de derivadas

y aplicaciones, por lo que
desarrolla aquello que
considera que es realmente
importante para el alumno, asi
como las competencias para
que tengan éxito en el curso.
Considera que invierte tiempo
razonable en ejercitara los
alumnos mediante talleres
sobre derivadas, asi como

en temas complejos o que
representan mayor dificultad
para ellos como son: |a regla de
la cadena, la regla del producto
y la regla del cociente de
funciones.

En relacion a las tareas de
derivadas, el docente dice
que, basado en su experiencia,
presenta tareas que sean de
interés para los estudiantes
Para lograr que los alumnos
valoren la utilidad de la
derivada en la vida cotidiana,
élincluye lo intuitivo en la
parte introductoria del tema;
ademas, trata de presentar
problemas de caracter fisico o
ligados a la vida profesional de
los estudiantes de ingenieria.

Cap.13

OBSERVADO EN CLASE

Se observa que las aulas

si presentan condiciones
adecuadas, aunque las pizarras
son pequefias y opacas, pero
hay suficiente espacio para el
trabajo en equipos.

En efecto, vemos que los
contenidos medulares de las
derivadas los desarrolla en
clases. Se aprecia que asigna
ciertas tareas para el trabajo
fuera del horario de clasey en
el campus virtual.
Observamos que de la separata
de ejercicios que le provee la
coordinacion de asignatura,
selecciona las tareas de
derivadas que encarga a los
alumnos para que resuelvan
fuera de horarios de clases.

En efecto, se evidencia que
hace talleres de resolucion

de problemas, en los que
plantea ejercicios de derivadas
de menor a mayor grado

de dificultad, dedicando

un tiempo considerable

a las resoluciones de tipo
procedimental.

Se observa que las tareas que
propone son basicamente
ejercicios algebraicos de
derivadas que estanen la
separata que le provee la
coordinacion de la asignatura.
En efecto, evidenciamos que si
usa lo intuitivo para relacionar
las derivadas con aspectos
cotidianos o del entorno del
alumno. No se aprecia que
incluya problemas del contexto
de laingenieria.
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ID

Emocional

ogica

Ecol

COMPONENTE

Actitudes

Emociones

Adaptacion al
curriculo

RESPUESTA DOCENTE

Considera que la mas grande
motivacion para que los
estudiantes se impliquen en
las actividades matematicas
que les propone, es la nota
(motivacion extrinseca);
ademas de ello observa

la parte actitudinal y el
desempefio del alumno en las
clases.

Afirma que transmite
responsabilidad a los
estudiantes predicando con
el ejemplo, siempre desarrolla
sus clases con puntualidad

y cumple con abordar los
temas programados en el
silabo. También sefiala que ha
logrado que sus alumnos sean
perseverantes

Menciona que por la
naturaleza de la asignatura

le ha resultado complicado
propiciar momentos para que
los estudiantes argumenten
y participen de manera
equitativa en las clases; no
puede atender a todos (le falta
tiempo).

Cuando los estudiantes
participany se equivocan,
nunca condena el error, mas
bien los felicita por participar
e incentiva para que pierdan
el temory el rechazo hacia
las matematicas. Procura
consolidar la autoestima de
sus alumnos.

Cree que los contenidos

de derivadas que ensefia si
dan un soporte fuerte a las
asignaturas posteriores de
las carreras de ingenieria; es
decir, si se corresponden con
las directrices curriculares.
No hay correspondencia en
laimplementacion, ya que no
se da como se ha pretendido
por falta de tiempo, por la
estructura del curso o porque
hay muchos contenidos.

OBSERVADO EN CLASE

Observamos que en sus
clases aplica una motivacion
extrinseca al asignar una nota
alas tareasy actividades
matematicas. También se
aprecia que asigna puntaje a
la evaluacion permanentey
desempefio de los alumnos
Efectivamente, vemos que

se preocupa por cumplir

con la programacion del
silabo, es puntual,amabley
cortés con los estudiantes,
por lo que inferimos que
fomenta la responsabilidad y
perseverancia en ellos

En las clases procura atender
las dudas de algunos
estudiantes, saca a la pizarra
a otros, pero luego corta la
participacion y continGa con la
clase. En efecto, no argumentan
de forma equitativa por falta
de tiempo.

El docente es atento, amable

y muy accesible a todos los
estudiantes, les insiste para
que participen desde su lugar o
en la pizarra, se ve siempre les
da animo para que se atrevan
aresolver los ejercicios que les
plantea.

Observamos que los
contenidos de derivadasy
sus aplicaciones que ensefia,
asi como su evaluacion, son
coherentes con las directrices
curriculares de las carreras de
ingenieria. Aunque también
vemos que el silabo contiene
una densidad importante de
contenidos por lo que inferimos
que le falta tiempo.




ID COMPONENTE

RESPUESTA DOCENTE
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Conexiones intra e
inter-disciplinares

Mol Utilidad
ol sociolaboral
5
v}
]
Innovacion
didactica

Opina que hay una fuerte
conexion entre los temas de
derivadas que desarrollay
los contenidos posteriores
contemplados en el curriculo
de ingenieria, ya que conlleva
al estudio de Calculo Integral,
Calculo en Varias Variables, y
luego al Calculo para laToma
de Decisiones.

Considera que los contenidos
de derivadas que imparte son
Gtiles para la profesion de
ingeniero, ya que les dotan de
herramientas para adquirir
las competencias de su
especialidad.

Afirma que en sus clases
innova con recursos
tecnologicos ya que le esta
permitido; respecto a nuevos
contenidos de derivadasy
formas de evaluacion, dice que
no puede hacer innovaciones,
debido a que la universidad
asigna una estructura definida
la cual todos los profesores
tienen que respetar, acogerse
y cumplirla.

Se observa que en sus

clases el docente formula
comentarios sobre el uso
futuro de las derivadas a lo
largo de la carrera profesional,
vinculandolas con asignaturas
futuras tanto de la matematica
como de laingenieria.

Podemos evidenciar que
sostiene ante los estudiantes
de ingenieria, que las derivadas
les servira como base sélida
para que afronten con éxito los
cursos de su especialidad.

Vemos que usa recursos
tecnologicos como, por
ejemplo, abre una hoja de
calculo o proyecta en la pizarra
el Geogebra para mostrar una
grafica de la derivada. Sobre

la evaluaciony agregar nuevos
contenidos, se ve que esta
definido por la universidad en
el silaboy se debe cumplir.

6. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos nos permiten dar una respuesta a la
pregunta que nos habiamos propuesto contestar en este estudio
para el docente B: ;Cudles son los criterios que orientan la practi-
ca del profesor en el Pert para explicar matemadticas en un curso
de ciencias basicas en carreras de ingenieria? Ademas, podemos
determinar el peso que tienen estos criterios en su practica, como
resultado de la triangulacidn realizada entre lo que dice y lo que se
ha observado que hace en las aulas. En la columna de la izquierda
del esquema de la Figura 1 se muestran, en la parte superior, los cip
due aparecen en las respuestas del profesor B cuando se le formula
la pregunta general de cudles eran los criterios que orientaban su

préctica pedagdgica (epistémico, interaccional, emocional, media-
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cional y ecoldgico); mientras que en la parte inferior (cognitivo) se
halla el criterio de idoneidad (cr) que no menciona en su respuesta

(primera parte de la entrevista).

Figura 1. Esquema de criterios que guian la practica del Docente “B”

En la columna derecha del esquema se ubican los criterios que
emergen en sus respuestas a las preguntas especificas relacionadas
con alguno de los componentes de los cip (segunda parte de la
entrevista). Tal como era esperable, en esta columna aparecen los
seis c1p; ahora bien, no todos tienen la misma importancia para el
profesor B al momento de reflexionar y justificar su practica. Para
representar el diferente peso que tiene cada criterio como guia de la
practica del profesor se ha usado el esquema de la escalera, siendo
los escalones superiores los de mayor peso, en tanto que los criterios
due estan en la parte inferior tienen menor peso. La disposicidon
en la escalera, ademas de indicar el menor o mayor peso, también
pretende representar cémo algunos cip quedan supeditados por
otros. El orden en el que aparecen los cip en la escalera es el re-
sultado de la triangulacion entre el discurso del docente y lo que

se infiere de la observacién de sus clases.
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En su discurso inicial el docente B explica que los criterios
epistémico, interaccional, emocional, mediacional y ecoldgico son
los que orientan su practica. Ahora bien, cuando en la segunda
parte de la entrevista se le hacen preguntas mas especificas sobre el
criterio epistémico concluimos que: 1) comete algunos errores por
apresuramiento, pero vemos que no son errores matematicos sino
de otra indole, 2) si bien, considera que las demostraciones sobre la
derivada son importantes, sin embargo no hace demostraciones en
sus clases por falta de tiempo y por no estar incluidas en el silabo,
3) enfatiza en la mecanizacion, en la resolucién de ejercicios por
manipulacidn de reglas y férmulas de derivacién, dejando poco
espacio para la resolucién de problemas extramatematicos, ya que
le falta el tiempo, 4) no trabaja procesos relevantes de la actividad
matematica tales como argumentaciéon y modelizacidn, lo cual jus-
tifica por la falta de tiempo. En consecuencia, para el docente B los
aspectos epistémicos tienen un cierto papel ala hora de orientar su
practica, aundue estos aspectos se supeditan al criterio mediacional
(falta de tiempo) y al ecoldgico (silabo).

De otra parte, el criterio cognitivo que no habia sido considerado
al principio por este docente, cuando responde a las preguntas es-
pecificas sobre este criterio, observamos que empieza a ganar peso
puesto que considera que: 1) procura recuperar los conocimientos
previos de los estudiantes cada vez que va a iniciar un nuevo tema
matemadtico; 2) se esfuerza por presentar unos contenidos de la
derivaday sus aplicaciones que estén en la zona de desarrollo proéxi-
mo y sean accesibles para los alumnos; 3) hace algin esfuerzo por
atender la diversidad y ritmos de aprendizaje de los alumnos; %) se
asegura dque los estudiantes estén aprendiendo el tema cuando les
pregunta y repregunta, observa que respondan de manera coherente
y discutan sobre el tema, aunque tiene que interrumpir para con-

tinuar con la clase, lo cual justifica por la falta de tiempo y porque
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tiene que cumplir con el silabo; 5) no propone situaciones-problema
de derivadas que exijan alta demanda cognitiva, sino que presenta
tareas que priorizan la manipulacidn algebraica y son de solucién
inmediata, las mismas que no activan procesos cognitivos relevantes.
En consecuencia, a partir de la triangulacion con lo observado en
sus clases podemos inferir que el docente B supedita los aspectos
cognitivos al criterio mediacional (falta de tiempo), al interaccional
(interaccion con los estudiantes) y al ecoldgico (cumplir con todos
los contenidos del silabo).

Con relacion al eriterio emocional, al cual el profesor en su res-
puesta inicial da cierta importancia, en sus respuestas a la segunda
parte de la entrevista (cuando se le hacen preguntas especificas
sobre éste) se infiere que, efectivamente, lo tiene en cuenta, hecho
due también se aprecia en la observacion de sus clases. Por ejemplo,
observamos que este profesor tiene en cuenta aspectos actitudinales
de los estudiantes frente a la asignatura, asi como el desempeno de
los alumnos en las clases de derivadas; procura presentar situaciones
de derivadas y sus aplicaciones que sean amigables, entretenidas
y de interés para los estudiantes, aunque vemos que basicamente
son ejercicios de tipo procedimental; el docente se esfuerza por
transmitir responsabilidad a los estudiantes a partir de predicar
con el ejemplo, asi como también por lograr que sean perseverantes
en la resolucion de los ejercicios; los incentiva y anima a intentar
resolver las tareas, les refuerza su autoestima para que pierdan el
temor y el rechazo hacia las matematicas; sin embargo acepta que
no ha logrado la participacién y argumentacion de los estudiantes
de manera equitativa por falta de tiempo. Por tanto, vemos que todo
ello lo hace dentro de un modelo de clase magistral y expositiva, se
infiere que el docente B supedita los aspectos afectivos al criterio
mediacional (falta de tiempo para la participacion) y al ecoldgico

(desarrollar todos los temas del silabo).
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El criterio mediacional no sélo es tenido en cuenta en la res-
puesta inicial del profesor B, sino que emerge de la observacion de
sus clases y de las respuestas que da en la entrevista cuando se le
pregunta especificamente sobre aspectos de medios, se infiere que
este criterio tiene gran importancia para orientar la implementacién
de sus clases, y por ello lo hemos ubicado en la parte superior del
esquema de pesos. Asi por ejemplo, se preocupa por usar recursos
tecnoldgicos como software matematico (Geogebra online y Cabri)
en sus clases de derivadas, aunque, no trabaja la modelizacion y las
demostraciones por falta de tiempo y porque no estan programadas
en el silabo; las condiciones del aula y los elementos en ella, en ge-
neral, si son adecuadas para ejecutar una buena ensefianza de las
derivadas y sus aplicaciones, sin embargo, la cantidad de alumnos
presentes en el aula le complica hacer una interacciéon adecuada
con ellos; implementa los contenidos en la fase presencial, pero
también utiliza el campus virtual para actividades complementarias
e interactuar con los estudiantes; también, selecciona los contenidos
mas importantes de derivadas y les dedica tiempo en su desarrollo,
asi como invierte tiempo en los contenidos que representan mayor
dificultad para los estudiantes.

En relacion al eriterio interaccional, observamos que no solamen-
te es tenido cuenta en la respuesta inicial del profesor B, sino que
también surge de la observacion de sus clases y de las respuestas que
brinda dicho docente cuando se le pregunta especificamente sobre
aspectos interaccionales, se infiere que le asigna gran importancia
en la implementacién de sus clases. Asi por ejemplo, se observa
que interacttia con los estudiantes en el desarrollo de sus clases
mediante preguntas, los atiende, los saca a la pizarra, identifica las
dudas y dificultades de aprendizaje de las derivadas y, se esfuerza
por esclarecerlas; hace uso de diferentes recursos argumentativos

como metaforas, preguntas y clase magistral para implicar a los
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estudiantes en sus clases; considera el trabajo en equipos y hace
participar tanto a los estudiantes que mas saben, asi como a los
due menos conocen; procura generar el didlogo y la comunicacion
entre los estudiantes; a través de la interaccién puede darse cuenta
del aprendizaje de los alumnos, siempre esta pendiente del proceso
de aprendizaje. Ahora bien, también se observa que la interaccion
tiene ciertas limitaciones debido al niimero de alumnos en el aula
y por la necesidad de cumplir el silabo en el tiempo planificado, sin
embargo, el criterio interaccional sigue teniendo un peso relevante
en las clases de este docente.

El criterio ecoldgico aparece en su respuesta inicial y, de la
triangulacion realizada, vemos que tiene un papel fundamental
para orientar la practica del docente B, la cual justifica, sobre todo,
por el cumplimiento de los contenidos del silabo, aunque también
hace reflexiones en clases en las que justifica por el hecho de tener
en cuenta la futura profesion de los estudiantes; hace innovacio-
nes en su practica docente, sobre todo, en la parte de los recursos
tecnoldgicos para ensefiar derivadas y otros temas; también, en su
discurso hace hincapié en el hecho de due las derivadas les servi-
ran para cuando tengan que estudiar Calculo Integral, Calculo en
Varias Variables, y Calculo para la Toma de Decisiones. Por todo lo
sustentado, concluimos que en la practica docente de este profesor
B, los criterios de idoneidad didactica interaccional, mediacional
y ecoldgico supeditan a los demas criterios (epistémico, cognitivo
y emocional), al momento de disefiar e implementar sesiones de

clases de la derivada y sus aplicaciones.
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RESUMEN
El presente trabajo aborda el Conocimiento Did4ctico-Matematico
en correspondencia con el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento
y la instruccién matematica (eos), utilizado en funcién del analisis
de objetos, procesos y fendmenos propios de la educacién matema-
tica Godino y Batanero (1994). Se particulariza en la modelacién
matematica desde sus diferentes perspectivas, describiendo el rol
due cumplen las T1c en la ensefianza con modelacién. A partir de la
faceta mediacional presente en el 0s el uso de las T1c se relaciona
con el modelo de Misrha y Koehler (2006), denominado Conocimien-
to Tecnoldgico y Pedagdgico del Contenido (Track). Este analisis
tedrico posibilita la integraciéon de conocimientos necesarios para

la ensefianza matematica en la actualidad. Se concluye que el ros
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es un sistema dinamico e integrador que aporta fundamentos para
la formacién inicial o en servicio de profesores de matematicas.
Palabras clave: conocimiento diddctico-matemdtico, modelacion ma-

temdtica, TIC, TPACK.

Abstract

This research, addresses Didactic-Mathematical Knowledge. In corre-
spondence with, the Ontosemiotic Approach to mathematical knowledge
and instruction (£0s), used in function of the analysis of objects, pro-
cesses and phenomena typical of mathematics education (Godino and
Batanero, 1994). In particular, studies have focused on mathematical
modeling from its different perspectives, describing the role played
by 1ct in teaching with modeling. Drawing on the mediational facet
present in the £0s, the use of 1cT relates to Mishra and Koehler’s 2006
proposal: Technological and Pedagogical Knowledge of Content (TrACK).
This theoretical analysis enables an integration of knowledge that is
vitally tmportant for mathematics teaching today. In conclusion: EOs
is a dynamic and integrative system which provides a theoretical basis
Jfor the initial or in-service training of mathematics teachers.

Keywords: didactic-mathematical knowledge, mathematical modeling,

ICT, TPACK.
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1. ANTECEDENTES

La educacién matematica busca avanzar en el desarrollo de una
fundamentacién pedagdgica y didactica que integre marcos tedricos
y metodoldgicos inherentes a los problemas presentes en las tareas
de ensefianza, el aprendizaje y la evaluacion de la matematica. En
un sentido amplio, Shulman (1986) y otros autores proponen un
marco conceptual del conocimiento del profesor que denomina-
ron conocimiento pedagdgico del contenido (Pedagogical Content
Knowledge, pcK), concepto ampliamente estudiado desde distintas
miradas para hacer referencia al conocimiento de la disciplinay de la
ensefanza (Ball, Hoover y Phelps, 2008; Hill, Ball y Schilling, 2008).

Por su parte, el sistema tedrico-metodoldgico dado en el Enfoque
Ontosemiético (E0s), propuesto por Godino, Bataneroy Font (2007),
configura un sistema de categorias esenciales en el Conocimiento
Didactico-Matematico (cpm) del profesor de matematicas. Este
enfoque, cuenta con cierto consenso en la comunidad cientifica, del
cual se derivan investigaciones sobre el estudio de los conocimientos
y competencias que posee el profesor de matematicas con relacion
a los objetos y significados matematicos (Godino et al., 2007).

En esta sistematizacion tedrica se propone describir también
algunos argumentos que, mediante la investigacion en educaciéon
matematica, hacen referencia al proceso de modelaciéon matematica
a partir de distintas perspectivas investigativas, como la realista, la
contextual, la eduecativa, la critica, la epistemoldgica y la cognitiva
(Kaiser y Sriraman, 2006).

Por otra parte, en la actualidad, los procesos de ensefanza,
aprendizaje y evaluacion en contextos escolares de la matema-
tica requieren incorporar las tecnologias de la informacién y la
comunicacion Tic. Por ello, se analiza la convergencia del cpm, la
modelaciéon matematica y el uso de las T1c, considerandose opor-

tuno promover la utilizacién de programas informaticos y recursos
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multimedia soportados en las Tic. Pero, para integrar las Tic al
~ .« 2. .

proceso de ensefianza con modelacién matematica, es pertinente

revisar los aportes de Mishra y Koehler (2006) en su propuesta

Conocimiento Tecnolégico y Pedagdgico del Contenido (TPACK).

1.1. CONTEXTO DE LA PROBLEMATICA
Este trabajo se enmarca en una investigacion que busca abordar un
problema didactico, asociado con el area epistémica de la educacion
matematica, particularizado en la formacién continua o en servi-
cio de profesores en Colombia y relacionado con el conocimiento
didactico-matematico en modelacién matematica integrando las
TIC. En este documento se busca posicionar la investigacién en un
contexto tedrico que posibilite el avance hacia un estudio funda-
mentado de la realidad, para posteriormente, disefiar un programa
de formacién de profesores en servicio y evaluar sus efectos.

Inicialmente, se puede expresar dque, en algunas instituciones
educativas colombianas, debido a sus estructuras organizacionales,
curriculos, planes de estudio y ambientes escolares poco flexibles,
se dificulta la implementacién de otras formas de ensenar matema-
ticas diferentes a la tradicional clase magistral. Motivo por el cual
se requieren transformaciones que respondan a las necesidades
del contexto social de las comunidades educativas locales y a las
demandas globales actuales. En efecto, la modelacién matematica
posibilita la apertura de muchas ventanas de acceso al conocimiento
matemético (Kaiser y Schwarz, 2010).

En Colombia y otros paises de la region la ensefianza matema-
tica mayoritariamente se imparte en forma tradicional, siguiendo
rigurosamente lineamientos planteados por un curriculo escolar no
contextualizado. Condiciones como la falta de programas de forma-
cién continua de docentes, disponibilidad de tiempo de profesores

en sus jornadas laborales y falta de iniciativas gubernamentales son
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factores que limitan la aplicacién en el aula de situaciones reales
de modelacién matematica en la Educaciéon Basica Secundaria y
Media. Al respecto, Villa-Ochoa (2015) senala que, “la implemen-
tacion de la modelacion matematica en el cotidiano de las aulas
de clase es escasa, debido a que se presentan barreras de diversa
naturaleza; entre ellas, las altas demandas matematicas, pedagdgicas
y personales que la modelacién impone al profesorado” (p. 135).

El Ministerio de Educacién Nacional (MEN, 1998) declara que
“toda la dificultad que tienen los alumnos en la resolucién de pro-
blemas en geometria, en calculo, en fisica, es debido a la falta de
cultivar el proceso de modelar mentalmente situaciones de la vida
real” (p.80). De esta manera se manifiesta una preocupacién por el
bajo nivel de desarrollo del proceso de modelacién y su incidencia
en la proposicién y resoluciéon de problemas. Por ello, el adelanto
de investigaciones donde se promueva la formacién de profesores
en este tema responde pertinentemente a las necesidades educa-
tivas en el pais.

En otra via, se puede decir que las herramientas soportadas en
las T1C para la ensenanza, el aprendizaje y la evaluacion, en el mo-
mento actual de crisis mundial generada por la pandemia Covid-19,
adquieren una relevancia importante para el Ambito educativo.
Las evidentes consecuencias de las medidas de aislamiento social,
donde instituciones educativas y universidades han quedado vacias,
han originado la necesidad de recurrir a la tecnologia para darle
continuidad a las actividades educativas. Hecho que, ha generado
preocupacion en el profesorado, quienes segiin Ortega (2020) “dia
a dia observan como la cotidianidad del aula se ve avocada en el
dindmico y desafiante mundo tecnoldgico” (p. 252).

Por tanto, en el contexto general de esta investigacion se busca
responder la pregunta jcuiles seran los efectos de un programa de

formacién del conocimiento didictico-matematico en modelacién
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matemadtica con el uso de las Tic, en la ensefianza de los profesores
de educacién basica secundariay media de la Institucion Educativa
Cristébal Colén de Monteria (Colombia)?

1.2. ANALISIS, DISCUSION Y PROPUESTA

1.2.1. CONFIGURACION DE UN SISTEMA TEORICO

CoNocIMIENTO DipAcTico-MATEMATICO (CDM)
Algunas perspectivas de investigaciéon en educacién matematica
han procurado darle forma a un sistema teérico-metodoldgico que
articule distintos conceptos, propuestos desde distintas corrientes.
Con la propuesta de Shulman (1986), conocimiento pedagdgico
del contenido interpretado como formas efectivas de representar y
exponer un tema que lo hacen mas asequible para otros. Asi, se esta-
bleci6 un referente para debatir sobre el conocimiento del profesor,
necesario para la ensefianza de la asignatura, que se ha extendido a
las diferentes 4reas de ensefianza (Ball ez al,, 2008). En este sentido,
en la incesante busqueda de una ensefianza efectiva en el caso es-
pecifico de la matematica se han integrado otras categorias que han
configurado un sistema teérico dindmico y emergente que intenta
brindar herramientas teérico-metodoldgicas viables para analizar
los conocimientos y competencias de los profesores de matematicas.

Es asi como se propone e integra el conocimiento especializado del
contenido a la nocién Conocimiento Matematico para la Ensefianza
(Mathematical Knowledge for Teaching, mxT) (Ball, Lubienski y
Mewborn, 2001), haciendo referencia al “conocimiento matematico
necesario para llevar a cabo el trabajo de ensefianza de las matematicas”
(Ball et al., 2008, p.395). Es oportuno aclarar que esta descripcion se
fundamenta en la ensenanza, mas no en el profesor o los estudiantes,
es decir, hace referencia a las actividades propias de la ensefianza
y las demandas matematicas de dichas actividades. Entre ellas, se

puede enunciar: el mostrar a los estudiantes una forma de resolver
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problemas, identificar errores, atender sus dudas y evaluar el proceso
de avance en sus niveles cognitivos. Esta nocidn evidencia ciertas
limitaciones al relegar las trayectorias docente y dicente.

A partir de una mirada fundamentada en teorias de la escuela
antropoldgica de la educacion matematica, con bases semidticas y
configuraciones afines a la propuesta del mxT, en los trabajos de
Godino y Batanero (1994), Godino (2002), Godino et al. (2007) se
procura confeccionar una configuracion tedrica integradora co-
nocida como Enfoque Ontosemiético (eos) del conocimiento y la
instruccién matematica, donde se expone una serie de categorias
implicadas en el Conocimiento Did4ctico-Matematico del profesor
(cpm). Asi mismo, este enfoque se ha aceptado con cierto consenso
como un referente para la investigaciéon en educacién matematica.
Esto debido a que aporta una serie de herramientas eficaces para
el estudio en detalle de significados en los objetos matematicos que
intervienen en la ensefianza y el aprendizaje, entre otros procesos
y fendmenos presentes en las interacciones que surgen entre los
actores del proceso didactico, el profesor, los estudiantes y el saber
matematico.

En los diferentes trabajos de investigacion aportados por el Eos
se plantea la nocién Conocimiento Did4ctico-Matematico del pro-

fesor (com) para:

Referirse a dicho complejo de conocimientos y competencias
profesionales. Incluye, por tanto, en el conocimiento did4ctico,
el conocimiento del contenido matemético en cuanto dicho
contenido se contempla desde la perspectiva de su ensefian-
za. El control de las transformaciones que se deben aplicar al
contenido matematico para su difusién y comunicacién en los
distintos niveles escolares debe ser también una competencia
del profesor de matematicas (Godino, 2009, p.15).
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Godino y sus coautores han estructurado un compendio de
fundamentos tedrico-metodoldgicos propicios para la investigacion
en el campo de la educacién matemética que se materializa en “a)
Un modelo epistemoldgico sobre las matematicas basado en presu-
puestos antropoldgicos/ socioculturales; b) Un modelo de cognicion
matematica sobre bases semi6ticas; ¢) Un modelo instruccional sobre
bases socio- constructivistas; d) Un modelo sistémico — ecoldgico
que relaciona las anteriores dimensiones” (Godino, 2009, p.20).
Alrededor de este sistema se configuran tres grandes dimensiones
para el com: Matematica, didactica y Meta didactico-matematica
(Pino-Fan, Assis y Castro, 2015), donde se organizan un compilado
de categorias y subcategorias que intentan explicar a partir de una
vision holistica y detallada, los procesos y fenémenos presentes
en la ensenanza, el aprendizaje y la evaluacion de la matematica.
A continuacioén se describen brevemente estas tres dimensiones.

En primera instancia, la dimension matematica se desagrega
en dos subcategorias; el conocimiento comtn y ampliado del
contenido. Claramente estas subcategorias se derivan del mapa de
conocimientos del MxT propuesto en Hill ez al. (2008), Ball ez al.
(2008). El conocimiento comiin del contenido se define como el que
posee el profesor sobre un objeto matematico concreto, suficiente
para solucionar problemas matematicos del curriculo o de libros
de texto. Mientras dque el conocimiento ampliado del contenido es
retomado del dominio del conocimiento del horizonte matematico
(Ball & Bass, 2009). Este se puede explicar cémo el conocimiento
due tiene el profesor para establecer relaciones entre un concepto
o saber matemadtico due se esté estudiando en un determinado mo-
mento, en un nivel educativo especifico, con conceptos o saberes
matematicos que se estudiarin en niveles educativos superiores

(Pino y Godino, 2015).
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En el marco de la politica publica colombiana la regulaciéon
de la educaciéon matematica en el pais estd materializada en los
Estandares Basicos de Competencia. Se puede considerar due el
conocimiento ampliado del contenido se relaciona con la nocién
“coherencia vertical” dado en los Estindares Basicos de Compe-
tencia, la cual, “estd dada por la relacién de un estindar con los
demas estandares del mismo pensamiento en los otros conjuntos de
grados” (MEN, 20006, p. 78). Este conocimiento le permite al profesor
plantear actividades de profundizacién fomentando de esta manera
en el alumno el interés por explorar o por esperar descubrir esas
nuevas nociones que atn desconoce.

La dimensién didactica esclarece que s6lo el conocimiento ma-
tematico es insuficiente para la prictica de la ensefianza (Pino-Fan
et al., 2015). En este sentido, a partir del Eos para la dimensién
didactica se constituyen seis subcategorias o facetas: epistémica,
cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecolégica (Pino-Fan
y Godino, 2015; Pino-Fan, Godino y Font, 2015), que de manera
microscopica facilitan el estudio de los procesos ensenanza, apren-
dizaje y evaluacién de la matematica.

En la dimensién meta didactico-matematica, de la cual subyace
la nocién de idoneidad didactica (Godino, 2011), se establece una
serie de criterios e indicadores para analizar las facetas presentes
en la dimensién didactica, herramienta que puede ser utilizada
para el analisis y valoracion de programas o planes de formacion
docente inicial o en servicio.

Finalmente se resalta en esta seccion que las tres dimensiones
presentadas sobre el cpm a partir del Eos proponen herramientas
poderosas para el anilisis de objetos, procesos y fendmenos que
se manifiestan en el proceso didactico de la matematica y que se-
guramente pueden ser de gran utilidad para el estudio de uno de

los procesos matematicos de relevancia para la educacién basica,
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como es la modelacién. Por tanto, atendiendo al interés de este
estudio y reconociendo que el MeN (1998) plantea la modelacién
matematica, como proceso fundamental para la comprension de
la utilidad de la matematica en la realidad y en otras disciplinas a
continuacion se presenta una revision simplificada referente a las

distintas perspectivas epistemoldgicas de la modelacion matematica.

1.2.2. MODELACION MATEMATICA PERSPECTIVAS

EPISTEMOLOGICAS
Una sistematizacion de diversos trabajos sobre el estudio de la mo-
delacién matematica en el aula de clases fue realizada por Kaiser y
Sriramam (2006), donde se clasifican segiin distintas investigaciones
y momentos histéricos, algunas tematicas o perspectivas sobre la
modelacién matematica, tales como; la modelacion realista, mode-
lacién contextual, educacional, modelacion eritica, epistemoldgica
o teoria de la modelacion y, dentro del campo de la psicologia, la
modelacion cognitiva. Luego, en esa misma btsqueda de establecer
distintas miradas, perspectivas o lineas investigativas de la mode-
laciéon matematica.

En la ensefianza de la modelaciéon matematica desde la perspec-
tiva realista se asume que los modelos matematicos tienen multiples
aplicaciones y son ampliamente utilizados en muchas disciplinas
cientificas y tecnoldgicas con aplicaciones en diferentes contextos
sociales (Blomhgj, 2009). También, se tipifica esta perspectiva de
la modelacién matematica como una resolucién de problemas
aplicados, prestando especial atencién en situaciones de la vida
real para crear modelos y en las relaciones con otras disciplinas.

Por otra parte, la perspectiva contextual de la modelacién ma-
tematica se apoya en el planteamiento y la resolucidn de problemas
redactados previamente, donde la principal intencion es establecer

metas en la resolucion de dichos problemas, que permitan identificar
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conexiones psicoldgicas con las teorias generales de aprendizaje. Esta
perspectiva, se enfoca en la configuracion y prueba de actividades
did4cticas de modelacién. Lesh y Doerr (2003), sefialan que estas
actividades deben cumplir seis principios: i) el principio de reali-
dad, ii) el principio de construccién del modelo, iii) el principio de
autoevaluacion, iv) el principio de documentacién del constructo,
v) el principio de generalizacién del constructo, y vi) el principio
de simplicidad.

La perspectiva educativa expuesta por Blomhgj (2009), presenta
como idea principal integrar la modelacién como un medio para
aprender las matematicas y como una competencia importante
y con un enfoque de derecho. Esta visiéon da importancia a los
objetivos, a las justificaciones para ensefiar matematica con mo-
delacién matematica y ensefar la modelaciéon en todos los niveles
educativos, a las formas de organizar las actividades en los planes
de estudio, a los problemas relacionados con su implementacién en
la cotidianidad escolar, a las tareas de ensefianza, y a los problemas
en la evaluacidn de las acciones en los alumnos.

En la perspectiva epistemoldgica, segan Kaiser y Sriraman
(2006), se busca construir teorfa matematica a partir de la mode-
lacién, desde un enfoque cientifico-humanista que da relevancia
a la construccién del conocimiento, donde se ponen los objetivos
epistemoldgicos en primer plano y se enfatiza el desarrollo de la
teoria matematica como parte integral de los procesos de modela-
cién matematica.

Seguidamente, en la perspectiva cognitiva hay una implicacion
psicoldgica; Kaiser y Sriraman (2006) concluyen que este enfoque
centra las intenciones de investigacion en el analisis, la interpreta-
cién y comprension de los procesos de pensamiento que emergen
de los estudiantes durante la solucién de tareas de modelacion

matemadtica; es decir, mediante la observacién se pretende com-
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prendery describir las dificultades y actitudes hacia el aprendizaje
due experimentan los estudiantes en cada una de las facetas del
ciclo de modelacién matemética (Borromeo, 2010).

En correspondencia, Borromeo (2018) propone un modelo de
competencias para la formacion de docentes en la ensefianza de la
modelaciéon matematica. En este modelo, se presentan las dimen-
siones: tedrica, tareas, instruccional y diagndstica. En la figura 1 se

muestra este modelo.

Figura 1. Modelo de competencias necesarias en la ensefianza de la modelacién
matematica

Fuente: Traduccidn propia de Borromeo (2018, p. 5)

Desde la mirada de la perspectiva ecritica, la modelaciéon ma-
temaitica se define como, “un ambiente de aprendizaje donde los
sujetos son invitados a problematizar e investigar, por medio de las
matematicas situaciones con referencia en la realidad” (Barbosa,
2004, p. 75). No obstante, resulta importante aclarar que esa visién
de la realidad, no se resume al andlisis a partir del conocimiento
netamente matematico, sino que, desde una perspectiva critica se

promueve mediante tareas el desarrollo del pensamiento critico,
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alejandose de ese contexto abstracto o totalmente matematico,
transitando en tal sentido, hacia un contexto social y politico, que
busca el desarrollo de la ciudadania en forma critica (Kaiser y
Sriramam, 2006).

Se destacan en esta perspectiva, el aporte realizado por Aratjo
y Barbosa (2005) donde se hace énfasis en un posicionamiento de
la matematica en la sociedad, y en este sentido apoyar el desarro-
llo del pensamiento critico, a partir de la modelacién matematica,
asumiendo ésta, un rol liberador en la vida del individuo. Aunque
se considera importante la perspectiva cognitiva, necesaria para el
analisis de la ensefianza y el aprendizaje en contextos escolares. En
tanto que; desde esta mirada fundada en la psicologia el profesor
puede percibir el progreso de los alumnos durante su aprendizaje,
tema importante en la formacion de profesores (Borromeo, 2014,
2018).

1.2.3. RoL DE LAs TIC EN LA MODELACION MATEMATICA

UNA INTERACCION coN ELTPACK
Debido al acelerado desarrollo y diversificacion de la tecnologia en
muchos campos de la actividad humana, las T1c se han convertido
en un tema relevante para ser estudiado a partir del campo educa-
tivo. Por supuesto due el contexto de la educacién matematica no
es ajeno a esta realidad; ademas, se cuenta con un robusto y dina-
mico cuerpo tedrico y metodoldgico, resultado de la investigacion
relacionada a la aplicacion de las Tic en diversos procesos de la
educacién matematica, en distintos niveles de educacién. Entre
esos procesos, se encuentra la modelacién matematica, la cual ha
sido investigada ampliamente en los tltimos anos (Greefrath, 2o11).

En lo que concierne a la politica nacional colombiana, el MEN
(1998) reconoce que con la aparicidn de la era digital un tema im-

portante es la busqueda y configuracion de modelos matematicos.
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La relacion entre tecnologia y matematicas tiene una dinamica de
construcecidon simultanea, pues gracias a los modelos matematicos
se ha desarrollado la tecnologia y esta a su vez apoya los procesos
de desarrollo del conocimiento matemético (Camero, Martinez
Casanova y Pérez, 2016).

Uno de los puntos de inflexién que ha limitado la incorporacion
TIC en la modelacién es la formacién de docentes. Zaldivar, Quiroz
y Medina (2017) aportan mediante la secuenciacién de tareas de
modelacidon el uso de herramientas Tic durante el ciclo de mode-
lacién matematica. En este sentido, Rodriguez y Quiroz (2015)
identificaron unas fases claves durante el proceso de modelacién
matematica donde es preciso incorporar las Tic: al momento de
proponer una situacién real, al configurar el modelo matematico
y cuando se validan los resultados matematicos.

Por su parte, Parra, Rendén, Ocampo, Sanchez, Molina, y Villa
(2018), determinaron formas de participacion de los profesores
mediante un programa de formacién que constituy6 una via, para
construir conocimiento matemadtico a partir de la modelacién. En
este programa se promovio la interaccion para aportar al desarrollo
profesional de los profesores. Sin duda alguna, “estas interacciones
con las Tic en el aula de clases permiten el desarrollo de compe-
tencias y la creacion de ambientes de aprendizajes diferentes a los
tradicionales por lo que se genera una motivacién a la comunidad
de aprendizaje” (Hoyos-Priold, 2017, p. 79).

En la investigacion de la modelacion en el contexto educati-
vo, Molina, Renddn y Villa (2019) caracterizan dos roles que las
herramientas T1ic desempeifian en los procesos de ensefianza y
aprendizaje. El primero, implica su utilizacién como un recurso que
se predispone para asistir alguna fase del proceso de modelacién
matematica, aqui las T1c se limitan a reducir la carga operativa para

obtener resultados de calculos numéricos o para realizar represen-
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taciones visuales y transformar datos (Rodriguez y Quiroz, 2016;
Stillman y Brown, 2014).

Un segundo rol, define las herramientas TIc como un reor-
ganizador del proceso de modelacidn en esta perspectiva. Como
ejemplo, el proceso de modelado de Geiger (2011) mostrd que las
TIC propician interpretaciones y discusiones del fenémeno de
estudio que posteriormente promueven la toma de decisiones y la
validacién del modelo matematico utilizando recurso digital (Borba,
Villarreal, y Soares, 2016; Villa-Ochoa et al., 2018)

Al proponer alternativas para la innovacion educativa mediante
la incorporacion de las Tic en el aula, estas deben soportarse con
fundamentos pedagdgicos y diddcticos que guien la ensefianza
matematica en el aula. En tal sentido, es acertado apropiarse del
dominio Conocimiento Tecnolédgico y Pedagdgico del Contenido
(rrack) (Mishra y Koehler, 2006; Koehler y Mishra, 2008) con-
formado por la concatenacion entre pedagogia, tecnologia y cono-
cimiento del contenido.

El modelo Track en la ensefianza con modelacién matematica
se puede considerar como un referente para la investigacién en
educacion con Tic y como fundamento para configurar programas
de formacion docente en tecnologias aplicadas a la educacién
matematica. En la figura 2 se propone una integracién del modelo
coM ampliado propuesto por Pino-Fan y Godino (2015) con el
modelo Track. Por supuesto, como un ejercicio tedrico reflexivo

para proponer el debate.
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Figura 2. Sistema de Conocimientos Did4ctico-matematico (CDM) y Tecnoldgi-
co, Pedagdgico del Contenido TPACK

Fuente: Adaptado de: Mishra y Koehler, 2006;
Pino-Fan y Godino, 2015

Finalmente los modelos de conocimiento expuestos para el ejer-
cicio de la ensefianza matematica configuran un complejo sistema
tedrico-metodoldgico articulado desde distintas miradas y confec-
cionados a lo largo de las altimas décadas, que si bien, resultan de
distintos grupos de investigacién, son muchas las interacciones y
acuerdos entre ellos; pasando por el MKT conocimiento matemético
necesario parala ensefianza, el com conocimiento didactico matema-
tico a partir del Eos, el modelo para la ensefianza de la modelacién
matemadtica y el TPACK conocimiento tecnoldgico y pedagbgico del
contenido. Todo ello necesario para apoyar la practica pedagdgica

del profesor en la ensefianza con modelacién matematica.

2. METODOLOGIA
Este trabajo corresponde a una de las fases de una investigaciéon
doctoral, enmarcada en el tipo documental-bibliografica con un

disefio bibliografico el cual se fundamenta en la pesquisa, recupe-
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racion, analisis, critica e interpretacion de informacion secunda-
ria obtenida y sistematizada por otros investigadores, en fuentes
documentales: impresas y digitales (Arias, 2012). Tomando como
fundamentos los criterios expuestos por Montero y Hochman
(2005), en el procedimiento aplicado: primero, se seleccionaron e
indagaron las fuentes bibliograficas en formatos impreso y digital,
la informacién congruente con la tematica de estudio, segundo, a
través del uso del fichaje se recogieron las palabras de los autores,
presentando las ideas basicas contenidas en las fuentes consultadas,
due permitieron el analisis y la sintesis de los contenidos, tras el
empleo de técnicas de resumen analitico y anilisis critico; final-
mente, se configurd la informacién en un todo coherente y logico,

derivando las conclusiones respectivas.

3. CONCLUSIONES

Uno de los problemas recurrentes que se exhibe, mediante las
investigaciones en educacién matematica y especificamente en
modelacién matematica, es la formacion inicial y en servicio de
los docentes. Puesto que la ensefianza matematica en las aulas de
clase atin se imparte de forma tradicional y poco contextualizada,
esta condicion puede estar relacionada con los bajos resultados
de las pruebas aplicadas a los estudiantes, donde deben emplear el
saber matematico en contextos extramatematicos. Por tanto, urge
una transformacién urgente de métodos, estrategias y formas de
organizar el conocimiento en el aula, para hacerlo atractivo a los
dicentes.

El profesor de matematicas requiere apoyar el ejercicio de la
docencia en los avances tedricos-metodoldgicos vigentes y actuales
due le permitan reflexionar sobre su propia practica y mejorarla. Sin
duda alguna el sistema tedrico sobre conocimiento didactico-ma-

tematico (com) desarrollado a partir del Eos ofrece una gama de
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completas herramientas para interpretar y comprender de manera
detallada los hechos, representaciones, lenguajes, significados, ob-
jetos, sistemas de practicas, trayectorias didacticas, interacciones y
fendémenos que emergen en las tareas de ensefanza, el aprendizaje
y la evaluaciéon de la matematica.

Es necesario reconocer la inclusion de la modelacién matema-
tica al aula como una tarea compleja que demanda un alto nivel de
formacion del docente de matematicas y ademas para los estudian-
tes resulta un ejercicio desafiante. Este hecho dificulta atn mas el
tratamiento didactico de tareas de modelacion matematica en las
instituciones educativas.

Es importante recurrir a experiencias, modelos, teorias y estra-
tegias que, a partir de la investigacion, revelen vias para el uso de las
TIC con un sentido pedagdgico en la ensefianza matematica. El eos,
desde la faceta mediacional en la dimensién didactica, establece
una serie de criterios para que el profesor de matematicas pueda
analizar el uso de medios y recursos tecnoldgicos. Sin embargo, el
modelo TrAaCKk ofrece una completa integracién de conocimientos
para integrar las T1c a la ensefianza de un contenido especifico. Con
este modelo, es posible ampliar la faceta mediacional para observar
con especial detalle las interacciones que se dan en la ensefianzay

el aprendizaje de la matematica con el uso de las TIC.

REFERENCIAS

Aradjo, J. y Barbosa, J. (2005). Face a face com a modelagem matematica:
como os alunos interpretam essa atividade? BOLEMA: Boletim de
Educagdo Matemdtica, 18(23), 1-17.

Arias, F. (2012). El proyecto de investigacion. 6ta Ed. Caracas, Venezuela:
Editorial Episteme.

__328__



Cap.14

Ball, D. L. y Bass, H. (2009). With an eye on the mathematical horizon:
Knowing mathematics for teaching to learnes’ mathematical futures.
Paper presented at the 43Rd Jahrestagung Fur Didaktik Der Mathe-
matik Held in Oldenburg, Germany.

Ball, D., Hoover, M., y Phelps, G. (2008). Content Knowledge for Teaching:
What Makes It Special? Fournal of Teacher Education, 59(5), 389-407.

Ball, D. L., Lubienski, S. T. y Mewborn, D. S. (2001). Research on teaching
mathematies: The unsolved problem of teachers’ mathematical knowle-
dge. En V. Richardson (Ed.), Handbook of research on teaching (4th
ed., pp. 433-456). Washington, DC: American Educational Research
Association.

Barbosa, J. C. (2004). Modelagem Matematica: O que é? ; Por qué? Como?
Veritati, 4, 73- So.

Blomhgj, M. (2009). Different perspectives in research on the teaching
and learning mathematical modelling. En M. Blomhoej, & S. Carreira,
Mathematical applications and modelling in the teaching andlearning of
mathematics (pags. 1- 18). Monterrey: Roskilde universitet.

Borba, M. C,, Villarreal, M. E. y Soares, D. S. (2016). Modeling using data
available on the internet. En C. Hirsch & E. McDuffie (Eds.), Mathe-
matical modeling and modeling mathematics (pp. 143-152). Reston:
National Council of Teacher of Mathematics.

Borromeo Ferri, R. (2010). On the influence of mathematical thinking
styles on learners’ modeling behavior. fournal fiir Mathematik-Di-
daktik, 31(1), 99-118.

Borromeo Ferri R. (2018) Key Competencies for Teaching Mathematical
Modeling. In: Learning How to Teach Mathematical Modeling in School
and Teacher Education. Springer, Cham. https://doi.org/10.1007/978-
3-319-68072-9_1

Camero Reinante, Y., Martinez Casanova, L. y Pérez Payrol, V. B. (2016).
El desarrollo de la Matematica y su relacién con la tecnologia y la
sociedad. Caso tipico. Revista Universidad y Sociedad, 8(1), 97-105.



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

Geiger, V. (2011). Factors Affecting Teachers’ Adoption of Innovative Prac-
tices with Technology and Mathematical Modelling. En G. Kaiser, W.
Blum, R. Borromeo Ferri, & G. Stillman (Eds.), Trends in Teaching
and Learning of Mathematical Modelling: ICTMA1, (pp. 305-314).
Dordrecht: Springer. https://doi.org/10.1007/978-94-007- 0g10-2_31

Godino, J. D. (2002). Un enfoque ontolégico y semiético de la cognicion
matematica. Recherches en Didactiques des Mathematiques, 22(2/3),
237-28%.

Godino, J. (2011). Indicadores de idoneidad diddctica de procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En X//7 Conferencia
Interamericana de Educacao Matemdtica (pp. 1-20). Recife, Brasil:
(CIAEM-IACME).

Godino, J. D.y Batanero, C. (1994). Significado institucional y personal de
los objetos matematicos. Recherches en Didactique des Mathématiques,

1%(3), pp- 325-355.

Godino, J. D., Batanero, C.y Font, V. (2007). Un enfoque ontosemidtico del
conocimiento y la instruccién matematica. ZDM. The International
Journal on Mathematics Education, 39, 127-135.

Godino, J. (2009). Categorias de anilisis de los conocimientos del profesor
de matematicas. Revista Iberoamericana de Educacion Matemdtica,

(20), 13-31.

Greefrath, G. (2011). Using Technologies: New Possibilities of Teaching and
learning Modeling — Overview. En G. Kaiser, W. Blum, R. Borromeo
Ferri, & G. Stillman (Eds.), Trends in teaching and Learning of Ma-
thematical Modeling, ICTMA 1) (pp 301 — 304). New York: Springer.

Hill, H. C,, Ball, D. L. y Schilling, S. G. (2008). Unpacking pedagogical
content knowledge: Conceptualizing and measuring teachers’ to-
pic-specific knowledge of students. fournal for research in mathematics
education, 372-400.

Hoyos-Priold, V. J. (2017). Aprendizaje movil en el proceso de ensefianza
aprendizaje del calculo. Pedagogia Profesional.



Cap.14

Kaiser, G. y Sriraman, B. (2006). A global survey of international pers-
pectives on modelling in mathematics education. ZDM, 38. 302-310.
Doi: 10.1007/BFo2652813.

Kaiser, G.y Schwarz, B. (2010). Authentic Modelling Problems in Mathe-
matics Education—Examples and Experiences. fournal fiir Mathema-
tik-Didaktik, 31(1), 51-76.

Koehler, M. J. y Mishra, P. (2008). Introducing TPCK. En AACTE Com-
mittee on Innovation and Technology. The handbook of technological
pedagogical content knowledge (TPCK) for educators (pp. 3-29). Ma-
hwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates.

Lesh, R. y Doerr, H. (eds.) (2003). Beyond Constructivism — Models and
Modeling Perspectives on Mathematics Problem Solving, Learning and
Teaching. Mahwah: Lawrence Erlbaum.

Ministerio de Educacién Nacional. (1998). Lineamientos Curriculares:
Matemdticas. Bogota: Magisterio. Recuperado de http://www.mine-
ducacion.gov.co/1759/articles-339975_ matematicas.pdf

Ministerio de Educaciéon Nacional. (2006). Estdndares bdsicos de compe-
tencia en matemdticas. Recuperado de http://www.mineducacion.gov.
co/1759/articles-116042_archivo_pdfe.pdf

Mishra, P. y Koehler, M. (2006). Technological pedagogical content
knowledge: A framework for teacher knowledge. 7eacher College Re-
cord, 108(6), 1017-1054.

Molina-Toro, J. F, Rend6n-Mesa, P. A. yVilla-Ochoa, J. A. (2019). Research
Trends in Digital Technologies and Modeling in Mathematics Educa-
tion. Eurasia fournal of Mathematics, Science and Technology Education,
15(8), em1736. https://doi.org/10.29333 /ejmste/1082438

Montero, M. y Hochman, E. (2005). Investigacion documental. Técnicas y

procedimientos. Panapo. Venezuela.

Ortega, J. M. (2020). El conocimiento tecnoldgico pedagégico de conte-
nido (TPCK): un anélisis a partir de la relacion e integracién entre



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

el componente tecnoldgico y conocimiento pedagdgico de contenido.
Tecné, Episteme y Didaxis: TED, (47). Doi: 10.17227/ted.num27-11339.

Parra-Zapata, M. M., Rend6n-Mesa, P. A., Ocampo-Arenas, M. C., San-
chez-Cardona, J., Molina-Toro, J. F. y Villa-Ochoa, J. A. (2018). Partici-
pacion de profesores en un ambiente de formacién online. Un estudio
en modelacién matematica. Educacion matemdtica, 30(1), 185-212. Doi:
10.2482%%4/EM3001.07.

Pino-Fan, L. R. y Godino, J. D. (2015). Perpectiva ampliada del conoci-
miento did4ctico-matematico del profesor. Paradigma, 36(1), 87-109.

Pino-Fan, L., Assis, A. y Castro, W. (2015). Towards a Methodology for the
Caracterization of Teachers Didactic-Mathematical Knowledge. Eurasia
Journal of Mathematics, Science & Technology Education, 1429-12456.

Pino-Fan, L., Godino, J. D.y Font, V. (2015). Una propuesta para el anélisis
de las practicas matematicas de futuros profesores sobre derivadas.
BOLEMA: Boletim de Educagdo Matemdtica, 29(51), 60-89. http://
dx.doi.org/10.1590/1980-4415v29n51202

Rodriguez, R.y Quiroz, S. (2015). El papel de la tecnologia en el proceso
de modelacién matematica para la ensefianza de las ecuaciones di-
ferenciales. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica
Educativa, 19(1), 99-124. http://doi.org/10.12802/relime.13.191%

Rodriguez Gallegos, R.y Quiroz Rivera, S. (2016). El rol de la experimen-
tacién en la modelacién matematica. Educacion Matemdtica, 28(3),
g1-110. https://doi.org/10.24824%/EM2803.04

Shulman, L. S. (1986). Those who understand: Knowledge growth in tea-
ching. Educational Researcher, 15(2), 4—14.

Stillman, G.y Brown, J. P. (2014). Evidence of implemented anticipation in
mathematising by beginning modellers. Mathematics Education Research
Journal, 26(4,), 763-789. https://doi.org/10.1007/513394-014-0119-6

Villa- Ochoa, J. A. (2015). Modelacion matematica a partir de problemas
de enunciados verbales: un estudio de caso con profesores de mate-



Cap.14

maticas. Magis. Revista Internacional de Investigacion en Educacidn,
8(16), 133-128. https://doi.org/10.1114/Javeriana.m8-16.mmpe

Villa-Ochoa, J. A., Gonzélez-G6émez, D.y Carmona-Mesa, J. A. (2018). Mo-
delacion y Tecnologia en el Estudio de la Tasa de Variacién Instantanea
en Matematicas. Formacidn universitaria, 11(2), 25-34.

Zaldivar, J., Quiroz, S.y Medina, G. (2017). La modelacién matematica en
los procesos de formacidn inicial y continua de docentes. Revista de
investigacion educativa, 8(15), 87-110.

—333—






CAPITULO 15

LA COMPLEJIDAD DE LOS OBJETOS
MATEMATICOS EN LA FORMACION INICIAL
DE DOCENTES

THE COMPLEXITY OF MATHEMATICAL OB-
JECTS IN THE INITIAL TRAINING
OF TEACHERS

Euravria Carre!, AbriaNA BReEDA? VicEng FonT?
eulalia.calle@cuenca.edu.ec, adriana.breda@ub.edu, viont@ub.edu
‘UNIvERSIDAD DE CUENCA, 2UNIVERSIDAD DE BARCELONA

Resumen

El objetivo es el desarrollo de la competencia en analisis de la ido-
neidad did4ctica, correspondiente al componente muestra repre-
sentativa de la complejidad del objeto matematico, en programas
de formacion de profesores de matematicas de Ecuador. Por una
parte, es una Investigacion cualitativa que describe el uso compe-
tente de dicho componente y; por otra parte, tiene un componente
de desarrollo al elaborar recursos didacticos para conseguirlo. Se
disefiaron tareas y se analizaron las producciones de los partici-
pantes a partir de categorias a priori (los diferentes significados del
objeto matemadtico implicado) mediante un analisis de contenido
para inferir el significado parcial usado. El principal resultado
es due los participantes asumen la importancia de considerar la

plurisignificacion de los objetos matematicos en el proceso de ins-
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truccidn; sin embargo, tienen dificultades para disefar tareas que
impliquen el uso de una diversidad de significados.

Palabras Claves: formacion de profesores de matemdticas, reflexion
sobre la prdctica docente, idoneidad diddctica, complejidad de objetos

matemdticos.

Abstract

The objective is the development of competence in the analysis of didac-
tic suitability, corresponding to the representative sample component
of the complexity of the mathematical object, in training programs
for mathematics teachers in Ecuador. It is a qualitative research that
describes the competent use of said component and, on the other hand,
it has a development component when developing didactic resources to
achicve it. Tasks were designed and the productions of the participants
were analyzed from a priori categories (the different meanings of the
mathematical object involved) through a content analysts to infer the
partial meaning used. The main result is that participants assume
the importance of considering the multiple meaning of mathematical
objects in the instructional process; nevertheless, they have difficulty
designing tasks that involve the use of a variety of meanings.

Keywords: training of mathematics teachers, reflection on teaching

practice, didactic suitability, complexity of mathematical objects.
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1. INTRODUCCION

El Ministerio de Educacién del Ecuador, con la intencién de
avanzar hacia la excelencia académica, viene implementado po-
liticas educativas que buscan conseguir una educacion primaria
universal, erradicar el hambre y la pobreza, corregir las desigual-
dades de género (Cortez, 2014), cuya consecucién depende en
buena medida de la educacion de la sociedad en general. Con esta
finalidad, a partir del 2010, se ha reformado la educacion general
basica (EGB) y el bachillerato general unificado (BGu) introduciendo
el modelo de formacion de destrezas con criterios de desempenio.
Esta reforma no ha obtenido los resultados positivos esperados
(segan lo conocido hasta ahora), por lo que es necesario continuar
profundizando en la mejora de la formacion inicial, asi como de la
formacion continua de los profesores que imparten las matematicas
en el Ecuador, en particular fomentando el desarrollo de la reflexién
sobre la practica docente.

Con relacidn a la reflexion sobre la practica docente, y luego
de un recorrido bibliografico de investigaciones realizadas acerca
de la formacién del profesor de matematicas en el Ecuador, se
puede afirmar que muy pocas, a diferencia de lo que ha pasado
en otros paises, se refieren al desarrollo de la reflexion, ya que las
investigaciones existentes se han centrado en la metodologia de
ensefianza y en desarrollo de material concreto y aplicaciones de
software, como propuestas para mejorar la educacién matematica
(Bernal, et al, 2019).

Por otra parte, la investigacion internacional sobre el conocimiento
y las competencias del profesorado de matematicas ha evidenciado
due los profesores tienen dificultades para interpretar aspectos
epistémicos de las tareas y para identificar su potencial educativo;
en el caso de Ecuador, la revision de la literatura muestra que son

necesarias investigaciones sobre esta tematica.
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El proyecto de tesis que se presenta se sitia en esta linea de
investigar sobre la reflexidon del profesor sobre su practica en un
aspecto muy concreto: la reflexién del profesor ecuatoriano sobre
la importancia de tener en cuenta la complejidad de los objetos
matematicos (entendida como pluralidad de significados) en los

procesos de instruccidn.

2. OBJETIVO DE INVESTIGACION

El objetivo general de la investigacion es desarrollar el disefio y
la implementacién de recursos formativos que promuevan la
realizacion de analisis valorativos de procesos de instruccién por
parte de los profesores (en formacién o en servicio) utilizando la
herramienta criterios de idoneidad didactica e investigar como se
desarrolla la competencia de analisis de la idoneidad didactica en
estos dispositivos. En particular, se hace énfasis en la ensefianza
y aprendizaje del uso del componente representatividad de la com-
plejidad del objeto matemdtico del criterio de idoneidad epistémica.

Este objetivo general se concreta en seis objetivos especificos:

3. MARco TEORICO

La revisidn de la literatura sefala la importancia de la reflexién
del profesor y la necesidad de potenciarla (Korthagen, 2010). En
esta linea, una agenda emergente de investigacion en el campo de
la educacion matematica esta relacionada con la importancia de
reflexionar de manera profesional acerca de la practica docente,
pasando a ser un objetivo importante en la formacion de profesores,
y mas aiin, una competencia clave para el desarrollo profesional y la
mejora de la ensefianza. La constatacion de la relevancia que tiene
la reflexion sobre la practica ha llevado al disefio e implementacién
de propuestas did4cticas que favorezean su desarrollo (Coles, 2014;

Ponte, 2011; Star y Strickland, 2008).
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Entre los enfoques tedricos que se han centrado en desarrollar
herramientas y promover métodos de investigacién sobre la reflexion
del profesor (Gellert, Becerray Chapman, 2013), hay que resaltar,
entre otros, la investigacién — accién (Eliot, 1993) que plantea una
ayuda al maestro para profundizar la comprensién de su problema
en una situacion inicial; la practica reflexiva (Schon, 1983) que da
importancia a la reflexion sobre la accidn; el Lesson Study como
metodologia de trabajo grupal para la reflexién (Hart, Alston y
Murata, 2011); y las investigaciones sobre la competencia mirar
con sentido profesional (Mason, 2002), en los cuales se trata de
promover la reflexién del profesor sobre la acciéon, de manera in-
dividual o colectiva, identificando factores que afectan los procesos

de instruccidn y, asi, tomar decisiones basadas en ella.

3.1. LA REFLEXION SOBRE LA PRACTICA EN

LA FORMACION DE PROFESORES Y LOS CRITERIOS

DE IDONEIDAD EN EL MODELO CCDM
En el modelo tedrico de competenciasy conocimientos de profesor
de matematicas (ccom).

(Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017), basado en cons-
tructos del Enfoque Ontosemiético (eos) (Godino, Batanero y
Font, 2007; 2019) se considera que las dos competencias clave son
la competencia matematica y la competencia de analisis e inter-
vencién didactica, siendo el niicleo fundamental de esta tltima
(Breda, Pino-Fan y Font, 2017) disefiar, aplicar y valorar secuencias
de aprendizaje propias y de otros, mediante técnicas de analisis
didactico y criterios de idoneidad, para establecer ciclos de pla-
nificacion, implementacion, valoracién y plantear propuestas de
mejora. Esta competencia esta formada por diferentes subcompe-
tencias: 1) subcompetencia de andlisis de la actividad matematica;

2) subcompetencia de anilisis y gestién de la interaccién y de su
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efecto sobre el aprendizaje de los estudiantes; 3) subcompetencia
de analisis de normas y metanormas; y 4) subcompetencia de va-
loracion de la idoneidad didactica de procesos de instruccion. En
este trabajo nos centraremos en esta altima subcompetencia, en
concreto en uno de sus componentes.

La subcompetencia de valoracidon de la idoneidad didactica de
procesos de instruccidon hace hincapié en el analisis de idoneidad
did4ctica. Dicha nocién (Breda, Font y Pino-Fan, 2018) es una res-
puesta parcial de la problematica: ;Qué criterios se deben utilizar
para disefiar una secuencia de tareas, que permitan evaluar y de-
sarrollar la competencia matematica de los alumnos y qué cambios
se deben realizar en su redisefio para mejorar el desarrollo de esta
competencia? Esta nocion se descompone en los siguientes criterios
parciales de idoneidad did4ctica (Font, Planas y Godino, 2010):
Idoneidad Epistémica, para valorar si las matematicas que estan
siendo ensefiadas son “buenas matematicas”; Idoneidad Cognitiva,
para valorar, antes de iniciar el proceso de instruccion, si lo que se
duiere ensefar esta a una distancia razonable de aquello que los
alumnos saben, y después del proceso, si los aprendizajes adqui-
ridos estan cerca de aquello dque se pretendia ensefnar; Idoneidad
Interaccional, para valorar si las interacciones resuelven dudas y
dificultades de los alumnos; Idoneidad Mediacional, para valorar
la adecuacion de los recursos materiales y temporales utilizados
en el proceso de instruccion; Idoneidad Emocional, para valorar la
implicacién (intereses, motivaciones,...) de los alumnos durante el
proceso de instruccion; Idoneidad Ecologica, para valorar la adecua-
cién del proceso de instruccion al proyecto educativo del centro,
las directrices curriculares, las condiciones del entorno social y
profesional. En particular, la idoneidad epistémica se refiere al grado
de representatividad e interconexion de los significados institucio-

nales implementados (o pretendidos) respecto de un significado de
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referencia. En Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema
de componentes e indicadores para cada criterio que sirve de guia
de analisis y valoracion de la idoneidad didactica, que esta pensado
para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa.

La necesidad y utilidad de estos criterios se da en dos momentos
del proceso de instruccion: primero para guiarlos (los criterios de
idoneidad son principios que orientan “cémo se deben hacer las
cosas”) y, segundo, para valorar sus implementaciones (los crite-
rios sirven para valorar el proceso de instruccidn efectivamente
implementado).

La operatividad de los criterios de idoneidad exige definir un
conjunto de componentes e indicadores observables, que permi-
tan valorar el grado de idoneidad de cada uno de los criterios.
Por ejemplo, todos seguramente estaremos de acuerdo en que es
necesario implementar unas “buenas” matematicas, pero podemos
entender cosas muy diferentes por ello. Para algunos criterios, los
descriptores son relativamente faciles de consensuar (por ejemplo,
para el criterio de idoneidad de medios), para otros, como es el caso
de la idoneidad epistémica es mas dificil. En Breda y Lima (2016),
Seckel (2016), Breda, Pino-Fan y Font (2017) y Breda et al (2021),
se aporta un sistema de indicadores que sirve de guia de analisis
y valoracién de la idoneidad didactica, que esta pensado para un
proceso de instruccion en cualquier etapa educativa. A continua-
cién, se reproducen los componentes e indicadores del criterio de

idoneidad epistémica (Breda y Lima, 2016, p. 80):
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Tabla 1. Componentes e indicadores de la idoneidad epistémica

Componentes Indicadores

No se observan prictieas que se consideren incorrectas desde el punto

Errores ] q
de vista matematico.
No se observan ambigiiedades que puedan llevar a la confusién a los
alumnos: definiciones y procedimientos clara y correctamente enuncia-
Ambigiiedades dos, adaptados al nivel educativo al que se dirigen; adecuacion de las
explicaci probaci d traci al nivel edueativo a que
se dirigen, uso controlado de metaforas, ete.
q La secuencia de tareas contempla la realizacién de pr s relevantes
Riqueza de . . ae . s 2
0Cesos en la actividad matematica (modelizacién, argumentacion, resolucién
p de problemas, conexiones, ete.).
Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos,
etc.) son una muestra representativa de la complejidad de la nocién
matemaitica que se quiere enseiiar contemplada en el eurriculo.
o Los significados parciales (definiciones, propiedades, procedimientos,
Representatividad . . s
de la compleii etc.) son una muestra representativa de la complejidad de la nocién
e la compleji- . 3
dad del ]I;'e‘: matemaitica que se quiere enseiiar.
objeto I . .
s Para uno o varios significados parciales, muestra representativa de
matematico

problemas.
Para uno o varios significados parciales, uso de diferentes modos de
expresion (verbal, grafico, simbélico...), tratamientos y conversiones
entre los mismos.

3.2. IDONEIDAD EPISTEMICA

Y COMPLEJIDAD DEL OBJETO MATEMATICO
Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de
idoneidad didactica se han elaborado considerando los principios
y los resultados de la investigacion en el area de Didactica de las
Matematicas. En particular, para la idoneidad epistémica se ha
tenido en cuenta un principio fundamental del Enfoque Onto Se-
midtico que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede
ser) asumido por otros enfoques tedricos del area. Nos referimos
al principio que se puede formular de la siguiente manera: los
objetos matematicos emergen de las practicas, lo cual conlleva su
complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013). De este principio se

deriva un componente (representatividad de la complejidad del
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objeto matemético) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta, den-
tro de lo posible, dicha complejidad en el disefio y redisefio de las
secuencias didacticas.

Este componente tiene su origen en la manera pragmatica de
como se entiende el significado de un objeto matematico en el ros.
Desde un punto de vista pragmatico, el significado de un objeto
matematico se entiende como el conjunto de practicas en la que
dicho objeto interviene de una manera determinante. Es decir, su-
pone disponer de practicas con respecto al campo de experiencia
due el objeto abarca. Cuando se define el significado de un objeto
matematico en términos de practicas, tal como se propone en el
pragmatismo, resulta que el significado de un objeto matematico
dqueda ligado a otros significados y a otros objetos, puesto que en las
practicas interviene dicho objeto conjuntamente con otros objetos
matematicos. Este hecho, permite distinguir dos términos que re-
sultan dificiles de diferenciar, nos referimos a los términos sentido
y significado. En efecto, puesto que el objeto se puede relacionar
con unos u otros objetos segiin el contexto, el tipo de notacion, ete.,
para dar lugar a diferentes practicas, podemos entender el sentido
como un significado parcial, esto es, como un subconjunto (senti-
do) del sistema de practicas en las que el objeto es determinante
(significado).

El significado de un objeto matematico entendido como sistema
de practicas se puede parcelar en diferentes clases de practicas mas
especificas que son utilizadas en un determinado contexto y con
un determinado tipo de notaciéon produciendo un determinado
sentido. Cada contexto ayuda a generar sentido (permite generar
un subconjunto de pricticas), pero no genera todos los sentidos.

Un objeto matematico, que se ha originado como un emergen-
te del sistema de practicas que permite resolver un determinado

campo de problemas, con el paso del tiempo queda enmarcado en
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diferentes programas de investigacién. Cada nuevo programa de
investigacion permite resolver nuevos tipos de problemas, aplicar
nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y por tanto definir)
de una manera diferente, utilizar nuevas representaciones, etc. De
esta manera, con el paso del tiempo aparecen nuevos subconjuntos
de practicas (sentidos) que amplian el significado del objeto.
Segiin Font, Godino y Gallardo (2013), de acuerdo con el pun-
to de vista pragmatista, para analizar un texto matematico y, mas
en general, la actividad matematica, sea profesional o escolar, es
necesario contemplar como minimo los siguientes elementos: 1)
notaciones, representaciones (lenguaje), 2) situaciones-problema
3) definiciones, 4) procedimientos, técnicas, 5) proposiciones,
propiedades, teoremas, etc., y 6) argumentos. Estos seis tipos de
elementos (llamados objetos primarios en el Eos) se articulan
formando configuraciones de objetos llamadas epistémicas, y se
pueden entender como un contexto intra matematico. Se trata de
una herramienta que puede ser atil para describir la complejidad
de los objetos matematicos y de las practicas de las cuales emergen.
En el E0s, la introduccidn de la dualidad unitaria-sistémica permite
reformular la visién “ingenua” de que “hay un mismo objeto mate-
matico con distintas representaciones”. Lo que hay es un sistema
complejo de practicas, que permiten resolver problemas, en las que
el objeto matematico en cuestiéon no aparece directamente, lo que
si aparece son representaciones del objeto, diferentes definiciones,
proposiciones y propiedades del objeto, procedimientos que se le
aplican y argumentos acerca del objeto (configuraciones de obje-
tos primarios). Dicho de otra manera, a lo largo de la historia se
han ido generando diferentes configuraciones epistémicas para el
estudio del objeto en cuestidn, algunas de las cuales han servido

para generalizar a las preexistentes.
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Desde esta perspectiva, un criterio de idoneidad de un proceso
de instruccidon para un objeto matematico es que el conjunto de
practicas implementadas sea un conjunto lo mas representativo
posible del sistema de practicas que son el significado del objeto.
Dicho en términos de contextos, hay que presentar a los alumnos
una muestra de contextos intra matematicos representativa, una
muestra de contextos que permita construir una muestra repre-
sentativa de los diferentes sentidos del objeto. Por otra parte, una
vez seleccionada una muestra representativa de contextos intra
matematicos, hay que seleccionar los contextos extra matematicos
due permiten hacer emerger las configuraciones epistémicas en las

que se concretan dichos contextos intra matematicos.

3.3. LA REFLEXION SOBRE LA COMPLEJIDAD DEL OBJETO

MATEMATICO EN LA FORMACION DE PROFESORES
En diferentes procesos de formacion de profesores de matematicas
de Espana, México, Brasil, Ecuador, Chile, Panama, Costa Rica,
Venezuela y Argentina (Ramos, 2006; Ferreres y Vanegas, 2015;
Pochulu, Font y Rodriguez, 2016; Breda y Lima, 2016; Seckel, 2016;
Breda, Pino-Fan y Font, 2017; Morales-Lépez y Font, 2019), se han
realizado un conjunto de investigaciones que tienen como finalidad
investigar el uso del constructo criterios de idoneidad didactica,
propuestos por el eos (Godino, Batanero y Font, 2007; Breda, Font
y Lima, 2015; Breda, Font y Pino-Fan, 2018), como herramienta
para organizar la reflexion del profesor a su practica, cuando esta
reflexion esta orientada hacia la valoracion y mejora de la practica,
con el objetivo de desarrollar en los profesores la subcompetencia
de analisis de la idoneidad didactica de un proceso de instruccion.

Estas investigaciones han puesto de manifiesto los siguientes
aspectos: 1) aunque no se incorpore explicitamente la ensefianza

de los componentes e indicadores de los criterios de idoneidad di-
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dactica, algunos de ellos, y en particular el componente <<muestra
representativa de la complejidad del objeto matematico>>, estan
presentes de manera implicita cuando los profesores o futuros
profesores hacen valoraciones de propuestas diddcticas (suyas o de
otros) (Breday Lima, 2016; Breda, Pino-Fan y Font, 2017). 2) Incor-
porar el componente <<muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico>> para valorar la idoneidad epistémica de
un proceso de instruccidn, no es tarea facil, ni para los formadores
ni para sus alumnos (futuros profesores o profesores en servicio),
pero se puede ensefniar como parte del proceso de formacion del
profesorado. En estos dispositivos formativos, se hace hincapié
en la necesidad de realizar un estudio preliminar orientado a la
reconstruccion de un significado global del objeto matematico que

se quiere ensefar para poder ser conscientes de su complejidad.

4. METODOLOGIA

La investigacidn es primordialmente cualitativa, puesto que el
interés es primero describir, sobre todo, el desarrollo de un aspec-
to parcial de la competencia de los futuros profesores (analizar y
valorar la idoneidad de procesos de instruccién). Tiene ademis
un componente de desarrollo ya que, por un lado, se proporciona
conocimiento detallado acerca del estado actual de la formacion de
profesores de secundaria (en formacién y en servicio) en Ecuador
y, por otro lado, se elabora recursos didacticos especificos para

mejorar la formacion de estos profesores.
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Tabla 2. Participantes de la investigacion (Fuente: Autores)

Formacion Inicial: Futuros Profesores de Matematicas

Estudiantes de la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales:

Participant 2e na 3 q
articipantes Matematicas y Fisica. Universidad de Cuenca.

Formacién Continua: Profesores de Matematicas en Ejercicio

95 profesores de matemaiticas de instituciones publicas y privadas, de
diferentes provincias y ciudades del Ecuador.
Trabajan en niveles de Educacién General Basiea superior (EGBS) y el
Bachillerato General Unificado (BGU).

Participantes

Mister en Formacion Continua y Profesionalizacién Docente: Curso de
dos afios dividido en tres bloques: a) Bloque general (15 eréditos ECTS); b)
Blogue especifico (21 créditos ECTS) y c) Bloque de Practicum y Trabajos

de Fin de Master (TFM) (2 créditos ECTS).

Programa

Innovacién e Investigacion sobre la Propia Practica.
Objetivos: Presentar propuesta de innovacién y herramientas de valora-
Asignatura cion de la ealidad de los pr de fianza y aprendizaje de las mate-
Abordada maticas que permitan al profesor, la mejora de su propia practiea.
Pretendia ademas hacer una iniciacion a la investigacién en Didactica de
las Matematieas y a la difusién de sus resultados.

Se trata de disefiar e implementar ciclos formativos que en el
EOS son considerados experimentos del desarrollo de las compe-
tencias y conocimientos del profesor. Es un tipo de dispositivo que
estudia el desarrollo profesional del profesor en formacién o en
servicio, y se fundamentan en los principios de los experimentos
de ensefianza (Cobb et al., 2003), lo que significa que un equipo
de investigadores estudia el desarrollo del profesor a la vez que lo
promueve como parte de un ciclo continuo de analisis e interven-
cion. En este caso, dado que se pretende enseiiar a los profesores
participantes la importancia de tener en cuenta, para la ensefianza
y aprendizaje de un determinado objeto matematico, una muestra
representativa de los diferentes significados de dicho objeto en el
disefio, valoracion y redisefio de secuencias de tareas, el proceso

de instruccion se disefi teniendo en cuenta el siguiente principio:
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para poder usar este componente en la valoracién y redisefio de
secuencias de tareas, el profesor, como minimo, debe conocer los
diferentes significados del objeto matemético a ensefar (significado
holistico) y sus conexiones, debe conocer cudles de estos significados
estdn incluidos en el curriculum y debe poder seleccionar y/o crear
tareas en las que se tenga que usar un determinado significado del
objeto matematico que se pretende ensefar.

Las muestras son intencionales ya que el dispositivo formativo
se ha implementado con profesores de secundaria en un master de
Formacion de Profesores de Secundaria de Matematicas de Ecuador
y con futuros profesores de una Carrera de Pedagogia de las Ciencias
Experimentales de la Universidad de Cuenca, si bien la muestra
no es estadisticamente representativa, puede ofrecer informacién
relevante para la formacién de profesores en el Ecuador.

Se disenaron tareas especificas y se analizaron las producciones
de los participantes con categorias a priori (tipos de significados del
objeto matematico implicado) mediante un anilisis de contenido
para inferir el significado parcial usado; después se realizé una

triangulacion de expertos.

5. RESULTADOS

En esta seccion presentamos algunos de los resultados obtenidos,
los cuales se han difundido por medio de diversas publicaciones. Un
primer resultado de la reflexién sobre la complejidad de los objetos
matematicos en la formacién inicial de profesores documentado
en Calle y Breda (2019) es que, como resultado de la experiencia
realizada, los estudiantes en formacién docente, son conscientes de
que, para mejorar el aprendizaje de las matematicas, es necesario
tener en cuenta la complejidad de los objetos matematicos, enten-
dida como las diferentes formas de comprender los significados y

su aplicacion en la resolucién de problemas.
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Un segundo resultado de la reflexion didactica en la formacion
inicial de docentes sobre la complejidad de las nociones de combi-
natoria (Calle, Parra y Paucar, 2020) es que los participantes tienen
dificultades para realizar el anilisis de la actividad matematica,
en particular sus comentarios sobre las dificultades que tuvieron
muestran unos analisis poco detallados.

Un tercer resultado sobre los conocimientos de futuros pro-
fesores sobre los diferentes significados del objeto matematico
media aritmética (Calle, Breda y Sala, 2020) es que es importante
fomentar la reflexién de los futuros profesores sobre los diferen-
tes significados de un objeto matemadtico, porque la presentacién
de una muestra representativa de esta variedad de significados
permite que los estudiantes resuelven una variedad de problemas
matematicos adicionales.

Un cuarto resultado sobre qué significado atribuyen a la media
aritmética profesores de mateméticas en ejercicio (Calle, Breda y
Font, 2020a), es que, tener en cuenta el componente representatividad
de la complejidad del objeto matematico, es elemento importante
para su formacion, pues, para el profesor, conocer una muestra
representativa de significados de un objeto matematico, le permite
trabajar con una diversidad de problemas, facilitando que los alum-
nos construyan una red de significados parciales, conectados entre
si, que les permita desarrollar la competencia matematica que les
posibilita resolver diferentes tipos de problemas.

Un quinto resultado sobre los significados de las medidas de
tendencia central contemplados por Profesores de Matematicas en
sus Trabajos de Fin de Master (Calle, Breda y Font, 2020b), es que
los profesores estan de acuerdo en la importancia de considerar los
diferentes significados de los objetos matematicos en su proceso de
ensefianza. Sin embargo, no saben cémo disefiar tareas con proble-

mas de aplicacidn que respondan a esta diversidad de significados.

—349 —



Enfoque Onto-Semibtico del Conocimiento...

6. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos, tanto en formacién inicial como con-
tinua, muestran dque los participantes, a pesar de las dificultados
due tuvieron, consideran interesante la reflexién sobre la comple-
jidad de los objetos matematicos y su relacidn con el desarrollo
de la competencia matematica de los alumnos. Por otra parte, los
participantes presentaron, en las tareas que disefiaron, diferentes
significados de los objetos matematicos, tanto intra como extra
matematicos, enfatizando en la importancia de tener en cuenta su
complejidad, manifestando que los diferentes significados se deben
ir presentando de forma gradual a los alumnos.

Las dificultades observadas en los profesores ecuatorianos en
su reflexién sobre la complejidad de los objetos matematicos, es un
resultado coherente con la investigacion sobre la formacion de los
profesores en la regién andina (Yamamoto y Malaspina, 2018) y,
también, con la investigacion internacional sobre el conocimiento
y las competencias del profesorado de matematicas, la cual ha
evidenciado que los profesores tienen dificultades para interpretar
aspectos epistémicos de las tareas y para identificar su potencial
educativo (Stahnke, Schueler y Roesken-Winter, 2016).

7. REFLEXIONES FINALES

En los diferentes trabajos que se han realizado hasta la fecha, se
ha presentado una situacién muy similar y es que el incorporar el
componente «muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico» paravalorar la idoneidad epistémica de un proceso de
ensefianza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores
ni para sus alumnos (futuros profesores o profesores en servicio),
pero se puede ensefiar como parte del proceso de formacién del

profesorado.
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Resumen

El presente trabajo es un avance de tesis de maestria, que consiste
en un proyecto de intervencién didactica centrado en el disefio de
dos secuencias did4cticas que promuevan el desarrollo de habili-
dades del pensamiento algebraico, tales como la generalizacién y la
simbolizacion. Se considerd importante que las actividades pudieran
ser tratadas como parte de los primeros acercamientos al algebra.
De acuerdo al plan y programas de estudio vigentes en México, las
actividades estan dirigidas a estudiantes de primer afio de secundaria
(de 12 y 13 afios) y se utiliza el tema de sucesiones aritméticas para
promover el desarrollo de las habilidades mencionadas anteriormente.
Palabras clave: secuencia diddctica, pensamiento algebraico, genera-

liyacion, simbolizacion.
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Abstract

The present work is a master’s thesis advance which consists of a
didactic intervention project focused on the design of two didactic
sequences that promote the development of algebraic thinking skills,
such as generaligation and symboligation. It was considered important
that the activities could be treated as a part of first approaches to
algebra. According to the current study plan and programs in Mexico,
the activities will be aimed at first year middle school students (from
12 to 13 yeas) and the subject of arithmetic sequences will be used to
promote the development of the skills mentioned above.

Keywords: didactic sequence, algebraic thinking, generalization,

symbolization.
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1. ANTECEDENTES
Autores como Radford han propuesto trabajar con sucesiones de
figuras para el primer acercamiento al dlgebra o early algebra, con
la intencién de comenzar a desarrollar habilidades del pensamiento
algebraico. En uno de sus trabajos (Radford, 2006), menciona que
las estrategias utilizadas pueden separarse en dos categorias: 1) La
heuristica basada en pruebay error (la cual no conduce a un pen-
samiento algebraico), y 2) Buscar una comunalidad en las figuras.

Por otro lado, Cortés, Hitt y Saboya (2016) llevaron a cabo
también una investigacidn utilizando el tema matematico de las
sucesiones de figuras con la intencién de dar un nuevo enfoque a
la transicién de la aritmética al algebra, traduciéndose a que con-
sideran dque este tema matematico es recomendable para ser un
primer acercamiento al algebra. En sus conclusiones mencionan
due su actividad se ha basado en el fortalecimiento de la interac-
cidn entre la aritmética y el algebra. Proponen que se deben tomar
en cuenta practicas como el reconocimiento de patrones y que la
actividad debe ser presentada de manera que las conjeturas de los
estudiantes puedan ser corroboradas.

Con la informacion anterior, se puede afirmar que los patrones
o sucesiones de figuras se consideran como un tema matematico
due puede posibilitar el desarrollo de habilidades como la genera-
lizacién y simbolizacién, pudiendo ser este uno de los primeros
acercamientos al dlgebra. El plan de estudios vigente (Secretaria
de Educacién Pablica [sEr], 2017) menciona los propdsitos gene-
rales para la educacidon secundaria y los aprendizajes esperados
correspondientes a cada tema. El aprendizaje esperado para el tema
de patrones es que los alumnos formulen expresiones algebraicas
de primer grado a partir de sucesiones y las utilice para analizar

propiedades de la sucesién que representan (p. 178).
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2. PROBLEMATICA
Tradicionalmente, la ensefianza del algebra se ha basado en la reali-
zacién de procedimientos de manera repetitiva para los estudiantes,
teniendo como consecuencia que éstos tengan poca capacidad de
analizar lo realizado para detectar posibles errores, debido a que las
estrategias estin dominadas por procedimientos que no han sido
interiorizados. Desde esta perspectiva, Velasquez (2012) menciona
que observa que los estudiantes hacen un uso memoristico de las
matematicas, generando tnicamente un aprendizaje a corto plazo,
situacion que va en contravia con el desarrollo de competencias.

Por lo anterior, se considera que es mas significativo para los
estudiantes desarrollar habilidades del pensamiento algebraico. Sin
embargo, es un hecho que existen dificultades para hacer el transito,
del pensamiento aritmético desarrollado en la escuela primaria, al
pensamiento algebraico que se pretende desarrollar en la etapa de
estudios en la escuela secundaria. Godino, Castro, Aké y Wilhelmi
(2012) citando a Kieran, resaltan que estas dificultades se centran
en la necesidad de manipular letras y dotar a esta actividad de
significado. Ademas, la discontinuidad con los temas de aritmética,
medida y geometria, sugieren que los temas relacionados con el
algebra aparecen de manera abrupta.

Asi, el objetivo general y los objetivos del presente trabajo se

formularon de la siguiente manera:

2.1. OBJETIVO GENERAL
Disenar secuencias didacticas basadas en el reconocimiento de
patrones en sucesiones figurales para promover habilidades propias
del pensamiento algebraico, como la generalizacién y la simboliza-

cidn, dirigida a estudiantes de primer afio de secundaria.
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2. 2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

Caracterizar los requerimientos curriculares para el tema de

sucesiones aritméticas.

Ubicar las principales dificultades que podrian tener los estu-

diantes para abordar las actividades propuestas.

Identificar situaciones problemas, lenguaje apropiado, proce-
dimientos, conceptos y argumentos para la elaboracion de las

secuencias didacticas.
Valorar la pertinencia del disefio mediante su implementacion.

3. MARco TEORICO

Para llevar a cabo el trabajo de disefio, fue necesario seleccionar
los elementos tedricos para el disefio y valoracion de la propuesta.
Se utilizaron parte de las herramientas que ofrece el Enfoque On-
tosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matemético (Eos)
(Godino, Batanero y Font, 2009). En especial, se consideraron los
sistemas de practicas y los objetos matematicos primarios para
caracterizar y determinar los significados sistémicos (de referencia,
pretendido e implementado). Se seleccionaron los indicadores de la
idoneidad did4actica para guiar el disefio y realizar las valoraciones
correspondientes. Asimismo, se consideraron los niveles de algebri-
zacion desarrollados por Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2012,

tanto para el disefio como en la valoracion de este.
4. ELEMENTOS METODOLOGICOS

Para el desarrollo del trabajo se consideran las siguientes fases

y acciones:
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FASE I1: ESTUDIO PRELIMINAR. Se hizo una revision de planes y
programas, asi como de investigaciones relacionadas con el pensa-
miento algebraico; se caracterizaron y determinaron los significados
institucionales, ademas de seleccionar los criterios de idoneidad
y niveles de algebrizacién que servirian de apoyo como guia para
el disefo.

FASE 2: DISENO. Se disefiaron dos secuencias didacticas, y después
se realiz6 una valoracion a priori de la misma utilizando los crite-
rios e indicadores de las idoneidades did4cticas, y se definid por
actividad el nivel de algebrizacién que se favoreceria.

FASE 3: IMPLEMENTACION. La puesta en escena fue a través de
la plataforma zoom. Se tuvo la participaciéon de g estudiantes de
primer afo de secundaria, resultado de la gestién en una escuela
secundaria publica, obteniendo el permiso de direccion y de los
padres de familia para videograbar las sesiones con duracién de
una hora cada una, a lo largo de siete dias. A lo largo de las sesiones,
se ponia el manifiesto de significado institucional implementado.
FASE %: ADECUACION. A partir de la implementacion, se realiza una
valoracion a posteriori de las secuencias didacticas con ayuda de la
informacidn recolectada (las hojas de trabajo, la videograbacién e
instrumentos de observacién); utilizando los criterios e indicadores
seleccionados, en conjunto con las caracteristicas de los niveles de

algebrizacion.

5. SECUENCIAS DIDACTICAS Y ELEMENTOS PARA EL DISENO

A continuacion, se presentan algunos elementos del estudio preli-
minar due se realizd, con el objetivo de contar con la informacién y
elementos necesarios para comenzar con el disefio de las actividades,
como la caracterizacidn del significado de referencia, los sistemas
de practicas y objetos matematicos que permitieron determinar el

significado institucional pretendido.
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5.1. CARACTERIZACION DEL SIGNIFICADO INSTITUCIONAL DE

REFERENCIA: SUCESIONES ARITMETICAS
Al realizar la caracterizacion de los sistemas de practicas y los ob-
jetos matematicos primarios, fue posible conformar el significado
de referencia de las sucesiones aritméticas. Para ello, fue necesario
revisar el Plan y programas 2017, asi como uno de los libros de Ma-
tematicas 1 (Balbuena, Block y Gareia, 2018), que se encuentra en
la biblioteca digital Comision Nacional de libros de Textos Gratuitos
(conarrTeG) de la sep. En este tltimo, se propone tratar el tema
de sucesiones en la semana 19,y le corresponden cuatro lecciones
distintas: Mosaicos, Simbolos en lugar de palabras, Construccion de
sucesiones y, por altimo, Diferentes pero equivalentes. Por razones de
espacio, en este documento se mostrara mayor detalle del significado

institucional pretendido.

5. 2. DETERMINACION DEL SIGNIFICADO INSTITUCIONAL
PRETENDIDO: SUCESIONES ARITMETICAS
A partir del significado institucional de referencia y los objetivos
de este trabajo, antes mencionados, se determinaron los sistemas
de practicas y objetos primarios que se pretendian abordar en las
secuencias didacticas disefiadas. A continuacidn, se presentan los
elementos mencionados.

Sistemas de practicas:
Identificar y expresar patrones en una sucesion aritmética figural.
Identificar y generar nuevos elementos de una sucesion aritmética.

Calcular la cantidad de elementos en diferentes figuras de la

sucesion.
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Expresar verbalmente los procedimientos realizados con nt-
meros especificos.

Expresar verbalmente los procedimientos que involucran can-
tidades indefinidas.

Expresar de manera simboélica (palabras, letras, dibujos) can-
tidades indefinidas.

Expresar de manera simbdlica-literal la regla general de las

sucesiones aritméticas.

Calcular las diferencias entre elementos consecutivos de la

sucesion en un lenguaje tabular.

Identificar que la diferencia entre elementos consecutivos en

. -
una sucesion aritmetica es constante.
Representar con una grifica cartesiana las sucesiones aritméticas.

Identificar que, en una sucesion aritmética, los puntos que re-

presentan graficamente a la sucesién estan sobre una linea recta.

Analizar las representaciones en lenguaje grafico para deter-

minar si son equivalentes.

Analizar las representaciones en lenguaje simbdlico literal para

determinar si son equivalentes.

Describir y expresar verbalmente las propiedades de las suce-

siones aritméticas.

__362__
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Expresar en lenguaje figural una sucesion aritmética a partir

de una regla dada.

Situaciones - Problemas:

Identificacién de los distintos elementos que conforman la

sucesion figural.

Construccion de las figuras siguientes que conforman la sucesion.

Obtener la cantidad de elementos para determinado lugar en

la sucesion.

Descripcion de los procedimientos llevados a cabo para el

calculo de cantidades definidas.

Obtener la cantidad de elementos para cualquier lugar en la

sucesion.

Descripcidn de procedimientos en lenguaje verbal para deter-

minar cantidades indefinidas.

Descripcidn de procedimientos para calcular cantidades inde-

finidas con lenguaje simbdlico.

Determinacién de una regla general con lenguaje simbélico-li-

teral para representar la sucesion aritmética.
Llenado de tablas con valores no consecutivos.
Determinacién de la diferencia constante entre términos

consecutivos.
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Construccion de graficas lineales discretas para representar

., e e
una sucesion aritmetica.

Identificacion de las propiedades de las sucesiones aritméticas

en lenguaje numérico.

Identificacion de las propiedades de las sucesiones aritméticas

en lenguaje grafico.

Comprobacion de funcionalidad de la regla general encontrada.
Colaboracién grupal para analizar la equivalencia entre las
distintas expresiones algebraicas encontradas utilizando las
graficas de estas.

Determinacién de las reglas generales mas eficientes.

Construccidn de sucesiones aritméticas figurales a partir de

una regla general dada.

Identificacion de expresiones algebraicas equivalentes.
Determinacion de la equivalencia entre expresiones algebraicas.
Lenguajes:

Figural, para presentar la sucesidn aritmética y analizarla para
partir hacia los distintos tipos de lenguajes.

Natural, para presentar las distintas situaciones problema,

ademas de describir procedimientos, cantidades indefinidas

y propiedades.
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Numérico, para dar respuesta a cantidades especificas y en su
procedimiento.

Simbdlico o simbdlico-literal, para representar la regla general

de una sucesion.

Tabular, para modelar sucesiones aritméticas y analizar la di-

ferencia constante entre términos consecutivos.

Grafico, para modelar sucesiones aritméticas y analizar sus

propiedades.
Procedimientos:
Contar la cantidad de elementos en la figura.

Calcular la diferencia entre términos consecutivos y su cons-

tante independiente.
Transformar las operaciones numéricas a una descripcion general.

Calcular la cantidad de elementos para el lugar de un término

y viceversa.

Completar tablas relacionando el lugar del término con la

cantidad de elementos.

Graficar relacionando el eje (lugar que ocupa un término) con

el eje (cantidad de elementos).
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Sustituir el valor de en las expresiones algebraicas.

Hacer transformaciones algebraicas.

Conceptos:
Sucesion = Nuameros naturales
Sucesion aritmética = Grafica de puntos
Diferencia constante = Enésimo término
Expresion algebraica =  Expresiones algebraicas

equivalentes

Literales

Proposiciones:

En una sucesién aritmética, la diferencia entre dos términos

consecutivos es constante.

La regla para relacionar el niimero de figura con la cantidad de

ciertos elementos en ella es ttil para cualquier nimero de figura.

Sustituir de la expresion de la sucesién por niumeros natura-
les, ayuda a encontrar todos los nameros pertenecientes a la

L4 . 2,
sucesion aritmetica.

Al contar de distinta manera las figuras en una sucesion, se

obtienen diferentes expresiones equivalentes.
Argumentos:

Para justificar los procedimientos, afirmaciones y resultados

obtenidos



Cap.16

5. 3. DISENO PRELIMINAR DE LAS SECUENCIAS DIDACTICAS
El disefio de las secuencias did4dcticas consta de nueve actividades
en total, las cinco primeras correspondientes a la primera secuencia
y las cuatro restantes correspondientes a la segunda secuencia.
AdemaAs, también cuentan con la caracteristica de estar distribuidas
como actividades de inicio, desarrollo y cierre (Diaz Barriga, 2013).

En la primera secuencia didactica, se utiliza como contexto ge-
neral la construccion de un muro fronterizo entre E.E.U.U. y México.
Se descompone en distintas sucesiones aritméticas los elementos
due conforman su construceién (cemento, celdas solares, barrotes,
columnas y longitud), explorando sus propiedades en distintos
lenguajes. La complejidad de las actividades se ve definida por los
niveles de algebrizacion, pretendiendo que los alumnos lleguen a
contestar los problemas hasta con un nivel 2 de algebrizacion.

En la segunda secuencia didactica, el contexto utilizado en
sus 4 actividades gira entorno a la instalacién de postes de luz en
la ciudad de Hermosillo. Al igual que en la anterior, se descompone
en distintas sucesiones aritméticas los elementos que la conforman
(postes de luz, focos y tornillos). Se espera que los alumnos logren
dar respuesta a los problemas hasta con un nivel 3 de algebrizacidn.

El objetivo general y los objetivos especificos de las secuencias
se presentan a continuacion:

Objetivo General: Alcanzar un nivel 3 de algebrizacion a través de
caracterizar las sucesiones aritméticas, partiendo de situaciones

problema que incluyen sucesiones de figuras.

Objetivos especificos:
Analizar situaciones problema que incluyen lenguaje figural e
interpretarlo en lenguaje verbal utilizando argumentos y pro-

posiciones adecuados.
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Resolver problemas utilizando lenguaje tabular analizando las

diferencias entre términos consecutivos.

Encontrar las propiedades de una sucesion aritmética repre-

sentada en lenguaje grafico utilizando el plano cartesiano.

Expresar con lenguaje simbdlico-literal la regla general que

representa la sucesion aritmética.

Reconocer la equivalencia de dos sucesiones aritméticas a través

de las expresiones algebraicas.

5. 3. 1. NIVELES DE ALGEBRIZACION EN EL DISENO

La utilizacion de los niveles de algebrizacion en el disefio de las
actividades permiti6 establecer los limites entre cada tipo de activi-
dad (inicio, desarrollo y cierre); sin embargo, dentro de una misma
actividad es posible observar distintos niveles, y a continuacion se
explica como.

NIVEL 0: AUSENCIA DE RAZONAMIENTO ALGEBRAICO. Las situacio-
nes de nivel o solo son observadas en las dos actividades de inicio
donde se presenta el problema. No se espera que el alumno lleve
a cabo précticas que le permitan razonar algebraicamente debido
a que solo se pretende que identifique la situacion y los elementos
con los que trabajara mas adelante.

NIVEL I: NIVEL INCIPIENTE DE ALGEBRIZACION. Este nivel puede
ser apreciado en la actividad de inicio de la primera secuencia y
en la de desarrollo de esta misma. En las preguntas, se les solicita
a los alumnos hacer calculos con cantidades especificas para que
poco a poco lleguen a obtener un procedimiento general que pue-

dan verbalizar.
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NIVEL 2: NIVEL INTERMEDIO DE ALGEBRIZACION. Este nivel, se
espera que aparezca desde la actividad de cierre de la primera
secuencia diddctica debido a que se formaliza el uso de la literal
n para reemplazar los simbolos que habian estado utilizando para
expresar la generalidad encontrada. El uso de n continuara en la
segunda secuencia, durante sus 4 actividades, incluyendo también
el concepto de enésimo término.

NIVEL 3: NIVEL CONSOLIDADO DE ALGEBRIZACION. Este nivel sera
tnicamente logrado cuando él o la alumna sea capaz de realizar
transformaciones algebraicas. Esto implica que sea capaz de encon-
trar expresiones algebraicas equivalentes, ya sea identificando la
equivalencia a partir de contar de manera distinta el crecimiento
de la sucesion figural presentada o simplificando la expresién

encontrada.

6. ANALISIS A PRIORI

Antes de llevar a cabo la puesta en escena de las actividades, se
realizd una valoracién con base en los criterios de idoneidad di-
dactica y sus respectivos indicadores. A continuacion, se describe
cada una de estas.

Idoneidad epistémiea: Se espera que con las actividades disefiadas,
los estudiantes sean capaces de desarrollar sistemas de practicas que
los ayude a construir el significado pretendido sobre las sucesiones
aritméticas. Los puntos tomados en cuenta para la valoracion sobre

la idoneidad epistémica son los siguientes:
Se presenta una muestra representativa y articulada de situa-

ciones para identificar, construir y describir el patrén (sucesién

aritmética).
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Se hace uso de distintos modos de expresién matematica (fi-
gural, natural, numérica, simbdlica, tabular y grafica) para las

situaciones planteadas.

El nivel de lenguaje es adecuado a estudiantes de primer afio

de secundaria (de 12 a 13 afios).

Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que

denerar o negociar proposiciones o procedimientos.

Las definiciones y procedimientos utilizados en el disefio son

claros, correctos y adaptados a primer afio secundaria.

Se presentan procedimientos fundamentales del tema de su-

cesiones aritméticas.

Los objetos matematicos se relacionan y conectan entre si.

Idoneidad eognitiva: Para la valoracién de la idoneidad cognitiva,
se considerd que el significado pretendido estuviera en la zona de
desarrollo proximo de los estudiantes, de acuerdo a lo planteado
y descrito en el Plan y programas 2017. A continuacion, los puntos

tomados en cuenta:

Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar debido a que

tienen una dificultad alcanzable.
Se incluyen actividades de ampliacion y de refuerzo.

Se busca promover el accesoy el logro de todos los estudiantes.
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Idoneidad interaccional: Para la planificacién de la secuencia
didactica se consideraron los siguientes puntos relacionados con
la idoneidad interaccional:
Realizar una presentacion adecuada de las sucesiones aritméticas.
Reconocer y resolver los conflictos de los estudiantes.
Buscar llegar a consensos con base al mejor argumento.
Favorecer el didlogo y la comunicacién entre los estudiantes.

Favorecer la inclusion en el grupo y evitar la exclusion.

Contemplar momentos en los que los estudiantes asumen la

responsabilidad de estudio.

Observacion del progreso cognitivo de los estudiantes.
Idoneidad mediacional: La implementacién tuvo que adecuarse a
realizarse por videoconferencias, y no de manera presencial. Los
puntos tomados en cuenta son los siguientes:

Se utilizan hojas de trabajo para responder las actividades.

Un horario adecuado para llevar a cabo el curso.

El tiempo es suficiente para la ensefianza pretendida.

Se dedica tiempo suficiente a los contenidos que presentan mas

dificultad de comprension.
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Idoneidad afectiva: Para el disefio de las actividades se consideraron
contextos cercanos y conocidos a la realidad de los estudiantes, con
la intencién de que los estudiantes pudieran cuestionar y opinar
acerca de los resultados obtenidos, Los puntos tomados en cuenta

son los siguientes:
Promover el interés de los estudiantes en las tareas.

Proponer situaciones que permitan valorar la utilidad de las

matematicas en la vida cotidiana y profesional.
Promover la participacion, perseverancia, participacion, ete.
Favorecer la argumentacion en situaciones de igualdad.

Idoneidad ecoldgica: Para la valoracion de esta idoneidad, fue
contemplado que el contenido de las actividades disefiadas fuera
correspondiente a las directrices curriculares en el plan y progra-
mas vigente.

A priori, la valoracién de las secuencias didacticas es positiva
debido a que el disefio fue guiado por componentes e indicadores,

con la finalidad de obtener un alto grado de idoneidad.

7. ANALISIS A POSTERIORI DE LOS NIVELES DE ALGEBRIZACION
DETECTADOS EN LA IMPLEMENTACION

Se consider6 conveniente hacer un analisis de las respuestas de
los estudiantes bajo los criterios o caracteristicas que se detallan
en los Niveles de Algebrizacién para evaluar el cumplimiento de
los objetivos, ya que desde un inicio se contemplé hacerlo al con-
siderarlos para el disefio de las actividades. Recordemos que, de

acuerdo a Godino, Aké y Wilhelmi (201) el nivel de algebrizacién
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se asigna a la actividad matematica que realiza el estudiante, por
lo que dependiendo de la manera en la que se resuelve una tarea,
la actividad matematica puede ser clasificada en un nivel u otro. A
continuacion, se muestra una de las respuestas de los estudiantes
donde es posible apreciar las distintas practicas matemadticas co-
rrespondientes a uno de los niveles de algebrizacion.

En la Actividad 1. 4. d, después de haber resuelto problemas
referentes a encontrar cantidades especificas, se pide a los estudian-
tes que describan el procedimiento que les permita expresar como
encontrar la cantidad de barrotes necesarios para cualquier niumero
de piezas de muro (expresar una generalizacion en lenguaje natural
y simbdlico). De manera explicita se le pide una respuesta corres-
pondiente a un nivel 2 de algebrizacién, donde ya no Gnicamente
realice operaciones para encontrar el valor faltante. Sin embargo,
los estudiantes afirmaron que no habian tenido un acercamiento
al uso de literales y no se formaliz6 como tal ese nivel, lo que se
manifiesta por la falta de lenguaje simbdlico-literal. En su lugar,
siguen manifestando un nivel 1 de algebrizacién, asignandole un
significado a los simbolos utilizados para expresar la generalidad

encontrada.

Figura 1. Actividad 1. 3. d
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7.1 ANALISIS A POSTERIORI BAJO LOS CRITERIOS DE IDONEI-

DAD DIDAcCTICA
Con base en la informacién recolectada, las caracteristicas de la
puesta en escena y considerando los criterios de idoneidad didac-
tica y sus respectivos indicadores, se presenta una valoracion a
posteriori de la secuencia did4ctica propuesta de manera resumida,
rescatando aquellos aspectos mas relevantes.

IDONEIDAD EPISTEMICA: Se considera due la valoracién de la
idoneidad epistémica es alta, ya que se logré cumplir con todos
los indicadores seleccionados en la valoracion a priori. Ademas, a
través de las hojas de trabajo se logré identificar la gran mayoria
de los sistemas de practicas y objetos matematicos primarios pre-
tendidos con la secuencia.

IDONEIDAD COGNITIVA: La idoneidad cognitiva fue valorada
como media alta, debido a que, durante la implementacién de las
actividades, aunque se observaron casos en los cuales los estudian-
tes lograban expresar un lenguaje que conllevaba un proceso de
generalizacion y simbolizacion, incluyendo en sus procedimientos
caracteristicas de los tres niveles de algebrizacion, hubo algunos
estudiantes que no lograron hacerlo. Sin embargo, la mayoria de
los estudiantes pudieron desarrollar los sistemas de practicas, asi
como los objetos matematicos esperados. Ademas de haberse va-
lorado bajo los indicadores seleccionados en el analisis a priori, se
considerd importante realizar la valoracion por actividades, donde
los objetivos didacticos fuesen evidentes. De éstas, se analizan las
respuestas satisfactorias y también aquellas que muestran dificul-
tades o errores. A continuacion, se muestran un ejemplo:

ODE 1: Analizar situaciones problema que incluyen lenguaje figural
e interpretarlo en lenguaje verbal utilizando argumentos y propo-

siciones adecuados.
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Situaeién problema: Actividad 1: 4. d. Describe qué procedimiento
seguirias para saber la cantidad exacta de barrotes que se necesita-
ran para cualquier namero de piezas de muro. Agrega un esquema,
dibujo o representacién que te permita explicarte mejor.

En las tres respuestas satisfactorias es posible apreciar que
describen y ejemplifican cierto grado de generalidad, utilizando
palabras como “la cantidad de”, “por cada” y “el niimero de” para
referirse a las incognitas o valores desconocidos. En la primera
respuesta, la estudiante ejemplifica su descripciéon con simbolos de
referencia parecidos a la realidad, acompainados de los conceptos que
representa e indicando que se multiplican. En la segunda respuesta
satisfactoria, el estudiante utiliza el apartado de representar para
ilustrar con otro ejemplo que entiende dque el 12 siempre aparecera
para encontrar la cantidad de barrotes y que la cantidad de muros
serd la cambiante. En la tercera respuesta satisfactoria, el estudian-
te representa su descripcién con letras como un primer intento
de expresar generalidad; identifica que los niimeros cambiaran
dependiendo del contexto pero atn no es capaz de comprender
due una misma literal no puede representar diferentes objetos, en
el sentido que no puede ser a la vez el namero de barrotes, muros
y el resultado.

Idoneidad afectiva e idoneidad interaceional: Ambas son valora-
das como altas debido a que cumplié satisfactoriamente con los
indicadores antes seleccionados.

Idoneidad mediacional: Se valora la idoneidad mediacional como
media debido a que sélo fue posible trabajar con hojas de trabajo
impresas, considerando la situacién limitada de recursos con los
due cuentan las familias de los estudiantes con los que se trabajo.
Ademas, se tuvieron problemas téenicos, por ejemplo: Los micrd-

fonos de los estudiantes fallaban, mala conexién de internet, se
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encontraban con otros miembros de su familia, habia mucho ruido
ajeno a sus casas, ete.

Idoneidad ecolédgica: Se valora la idoneidad ecoldgica como alta de-
bido a que desde un inicio se planificaron las secuencias didacticas
con base en los lineamientos en el plan y programas vigentes, ademas
de tomar como directriz las orientaciones didacticas propuestas
en el mismo documento, y en uno de los libros de Matematicas
1 utilizado en las escuelas secundarias en México. Para finalizar,
por cuestiones de la pandemia ocasionada por el covip-19, toda la
implementacion fue planificada para llevarse a cabo en las mejores

condiciones posible.

8. CONSIDERACIONES FINALES

De acuerdo al disefio, implementacién y valoracion de las secuencias
didacticas presentadas se aprecia la utilidad de las herramientas
tedricas proporcionadas por el eos. El papel del reconocimiento de
patrones en sucesiones figurales para promover la generalizacién
y la simbolizacién se mostrd también relevante. Sin embargo, es
importante considerar las limitaciones impuestas por las condi-
ciones actuales, derivadas de la pandemia, para analizar posibles
adecuaciones que tendrian que hacerse a la secuencia para imple-

mentarse de manera presencial.
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